Stabiilsus

Olgu mittelineaarne dinaamiline stisteem antud kujul

{x (1) = f[x (1), %, (), -, %, (t);t]

| = 12’ - N
maatrikskujul kus X(t) nx1 olekuvektor

X(t) — f[x(t),t], f nx1 mittelineaarne vektorfunktsioon.
X(t) = f[x(t),t] - mitteautonoomne siisteem
X(t) = fx(t)] — autonoomne siisteem

n — susteemi jark
X(t) — olekutrajektoor



Tasakaaluolukord (equilibrium states) on olekud,
mille puhul koik olekumuutujad rahuldavad
tingimusi

%(t) = 0.

Tahistame tasakaaluoleku — x_

Olgu x, isoleeritud tasakaaluolek st. tema
Umbruses teisi tasakaaluolekuid el ole.

Tasakaaluolek x, on stabiilne parajasti siis, kul
Iga algoleku x, puhul, mis asub x, Umbruses,
lahend x [ X,,t ] on X, Umbruses.



Definitsioon

Tasakaaluolek x, on stabiilne, kui iga R>0 leidub r>0
selline, et

I X(ty)-X I/ <1, slis [l X[X(ty),t]-X, // < R kOikide t 2 t,
puhul.

1 — stabiilne
(S 2 — asumptootiliselt stabiilne

’ 3 - mittestabiilne
Sk

3



Kokkuvote lineariseerimisest
{x(t) = f[x(),u(t)]
y(t) = g[x(t),u(t)]

|

X(t) N A(t)x(t) T B(t)u(t) lineaarne
{y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) mittestatsionaarne

|

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
Ly(t) =Cx(t) + Du(t)

mittelineaarne

lineaarne statsionaarne




Teoreem
Ljapunovi esimene (lineariseerimise) meetod

1. Lineariseeritud suisteem on stabiilne, kui maatriksi A omavaartused
asuvad s tasandil vasakus pooltasandis. Tegeliku mittelineaarse
susteemi tasakaaluolek on astimptootiliselt stabiilne.

2. Lineariseeritud slisteem on mittestabiilne, kui vahemalt Gks A
omavaartustest asub s tasandil paremas pooltasandis. Tegeliku
mittelineaarse slsteemi tasakaaluolek on mittestabiilne.

3. Lineariseeritud sisteem on neutraalselt stabiilne, kui vahemalt ks A
omavaartustest asub s tasandi iw teljel. Tegeliku mittelineaarse
susteemi tasakaaluolek voib olla stabiilne, astimptootiliselt stabiilne voi
mittestabiilne.



Moned z-teisendused:

(=1 k205X@= 2 XK=k kzoﬁ><(z>=(zﬁzl)z

Pidev Diskreetne
x(t)_ — X(Kk)
X (s) = L[x(t)] X (2) = Z[x(K)]

X (s) = [ x(t)e*dt | X(2) =2 x(K)z"
3 9 =0
S=7+jw Z=p+ 14

0120 (M0 k=0

z=esh h-diskreetimissamm

i
7




Juhitavus, Jalgitavus

JUht-. » Susteem
arvuti
Juhitavus
x(t) = Ax(t) +But)  x(k+12) = dx(k) + Tu(k)
(A,B) (D,T)

Definitsioon (juhitavus)

Sutsteem (A,B) on taielikult juhitav parajasti siis, kui on voimalik selline
juhttoime u(t), mis viib sisteemi algolekust x(0) suvaliselt valitud
|oppolekusse x(T) etteantud aja T>0 jooksul.



Juhitavuse kriteeriumid

Susteem (A,B) on taielikult juhitav, kui maatriksi

Q. =|B,AB,A’B,---,A"'B]|

astak on n.

rank Q- = n, kus n = dim[x(t)]

Diskreetne silisteem:

Q. =|I,®r,®°T, -, ®"T|



Jalgitavus

Definitsioon (jalgitavus)

Sisteem (A,C) on taielikult jalgitav parajasti siis, kui algolek x(0) on
méaaratav valjundi vaatluste alusel vahemikus 0 <t<T.

Jalgitavuse Kkriteeriumid:

1. (A,C) on taielikult jalgitav, kui maatriksi
Qo _ [CT , ATCT’(AT)ZCT ’”.’(AT)n—lcT]
astak on n.

rank Qg = n, kus n = dim[x(t)]

Diskreetne susteem:

Q, = [CT DC, ((DT)ZCT ,...,(CDT)MCT]



Juhitavuse ja jalgitavuse rakendused

Juhtimissisteem:
susteem

| X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t), x(0)

tagasiside

u(t)= -Kx(t) [

Olgu siisteem (A,B) taielikult juhitav

Mida juhtimisslisteem peab tegema?

X(0) #0—>x(t)=0

oo

Sisuliselt stabiliseerimissusteem, hoiab susteemi

olekus X()=X()=---=X%X()=0.



%(t) = Ax(t) + Bu(t)
u(ft):\—K;(‘t)
%(t) = (A— BK)x(t), X(0)

tagasisidestatud stisteemi vabaliikumise vorrand.

Karakteristlik polinoom
desE- A+BK|=¢(s),
s @(8)=]](s-4).
i=1

1) tagasisidestatud siisteemi (soovitavad) omadused on antud ¢(S)
kujul;

2) vBrrandist * leitakse tagasisidemaatriks K.



Diskreetaja siisteemi variant:
x(k +1) = dx(k) + Tu(k)
y(K) =Cx(Kk), x(0)

taielikult juhitav

u(k) = —Kx(k) tagasiside
X(k+1) = (@ -T'K)x(k), x(0)

tagasisidestatud stisteemi vabaliikumise vorrand

karakteristlik poliinoom

de|zE-® +T'K|=¢(2)

1)
[ antud /)

/ arvutatakse
I)



Jalgimissusteem: taielikult jalgitav

u(t) X(t) = Ax(t) + Bu(t) y(t)
y(t) = Cx(t), x(0)

| X(t) = AX(t) + Bu(t) + LC[x(t) — X(t)] |

| T

X(t) (0)
%(t) = Ax(t) + Bu(t)

X(t) = AR(t) + Bu(t) + LC[x(t) — X(t)]
X(t)=(A-LC)X(t), kus
X(t) = x(t) — K(t)

vérrand X(t) = (A—LC)X(t) on tagasisidestatud siisteemi
vabaliikumise vorrand




NB!
y(t) = Cx(t), §(t) =Cx(t)

LC[x(t) - x(t)]= L[y(t) - 9(t)]

Vabaliikumise vorrandi karakteristlik poliinoom
del[SE—- A+ LC|=¢(s)
1 l 1 ™\
antud karakteristlik polinoom
(soovitud omadused)

Sisuliselt L on tagasisidemaatriks.



Diskreetaja stisteemi variant:

Siisteem: {x(k +1) = dx(Kk) + Tu(k)
y(k) = Cx(k), x(0)

Olekutaastaja (olekuhindaja):

R(k +1) = DR(K) + Tu(k) + LC[x(K) — %(K)],
ko

Tagasisidestatud siisteemi vabaliikumise vorrand

(k +1) = (@ — LC)X(K), kus
{Y(k) = X(k) — X(k)

det|ZE - CD +LC|= (z)
/ / / antud



Naide No.1

Antud: 1) {x(k+1):CDx(k)+Fu(k)
y(k) = Cx(k), x(0)

O 1 _ |0 RE .
o-[2 ) e% oY et o
2)  u(k) = —Kx(K)

3) tagasisidestatud siisteemi karakteristlik poliinoom
o(Z) =27 (finiitne susteem) !
Leida: 1) K;
2) Analtts X(1),X(2),:--, X(0).

Lahendus:
1) Juhitavuse kontroll

2) Karvutus  x(k+1) =(® -TK)x(k)
def{zE - ® +TK]|=¢p(2)

\o



de{; (j{—()l 2%5}{2]['(1 kz]}:de{lfkl 2‘2_-; kj:

=22+ (K, —25)z+ (K +1) =7’
k =—1 k,=25>K =[-1 2.5]

3) Anallus

X(k+1) =D -TK Jx(k), x(0) { 1}
‘0 1} -1
O-TK =
00

k=1 x(l){g ;H—ll}::ﬂ
k=2 x(Z){S ;H_ol}: g}

k=3 X(3):|:8:| ...... K=o0 X(OO):|:O:|




Naide No.2
Antud: 1) {X(’[) = AXx(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t), x(0)
0 1 0

A:{ } B:{ } C=[-4 0]
4 0 1

1
X(0) = {2}

2) u(t) = -Kx(t)
3) tagasisidestatud stisteemi karakteristlik poliinoom
¢(S) =5 +10s+ 25
Leida: 1) K

2) Tagasisidestatud siisteemi anallds:

X (8), X(o) 7



Lahendus:

1) Juhitavuse kontroll

Q.= [B AB]{E (j

dim[x(t)]= 2

taielikult juhitav
rank Q. =2 } J

2) K arvutus
x(t) = (A— BK)x(t)
det[SE — A+ BK |=¢(s)

s 0Ol |0 1| |0 S -1
il oFla ofla/® Bl e
=8 +k,s+(k,—4) =s°+10s+ 25
k =10, k =29—K =[29 10]



3) Anallds
X(t) = (A= BK)X(1), X(0)

sX (s) — x(0) = (A— BK)X(s)
X (8) =[sE — A+ BK ] x(0)

S -1
sE—A+BK={ }

25 s+10
10 1
[SE- A+BK] =, 1 >
S"+10s+25 —-25 s
S+12
s°+10s+25 —25 s||2 25—-25

/‘ | s +10s+ 25_
. 0
X(0) = |lLT01 sX(S) = {O} x(0)

m.o.1.1.



Naide No.3 Pidevaja jalgimissiisteem

Antud: 1) {X(t) = AX(t) + Bu(t) A= 0 4—, B= {_ 4},
y(t) = Cx(t), X(©) S
c=[o i,mmzb}

2) [X(t) = AR(t) + Bu(t) + LC[x(t) — R(t)],

0
ol

3) Tadasisidestatud susteemi karakteristlik poliinoom
(soovitud omadused)

¢(s)=s"+10s+ 25.

N

Leida: 1)L

2) analtiisida susteemi
X(00)7?



Lahendus:

1. Jalgitavuse kontroll
Veenduge, et antud siisteem on taielikult jalgitav!?

2. Tagasisidemaatriksi L arvutus
%(t) = (A—LC)X(t)
dei[sE — A y LC]=¢(s)

ot -avtclced S O 410 -

s| (1 O

S -4+l , ,
=de =S +1,5+(,-4)=5"+10s+ 25
-1 s+l

29
|, =10, |,=29— L=
10

vt. Naide No.1 ja vordle
K=LT 1?



Kontroll:

s -4+ s 25 ,
de =de ~*+10s+25
-1 s+l -1 s+10

3. Analuls

X(t) = (A— LC)X(t)
sX (s) — X(0) = (A— LC) X(s)
X (8) = (SE — A+ LC)*X(0)
1 s+10 -25
s’ +10s+ 25{ 1 S }

v 1 s+10 -25] |1
X(s) =, ,
s"+10s+25 1 S 1

N
X(0) = x(0) — X(0) = m_m - m X(0)

(SE- A+ LC)" =




s-1C

v 1 s -10 2 )zl(s)
X(s) =, _| s"+10s+ 25| _
s +10s+25

s 1 s+ X,(9)
| s*+10s+ 25
% (s) = s-10  s-10
B 410s+25 (s+5)°
Kl K2 1 —15 L

= + = + >X (t) =™ —15e™
s+5 (s+5)° s+5 (s+5)° %

X(0)=1 X(»)=0
(9= St = ST o
S°+10s+25 (s+5)
1 -4 1 -15
= + = +
s+5 (s+5)° s+5 (s+5)°

X,(0) =1 X,(x0)=0.

Lfl

>X, (1) =™ —4te™



Kontrolliks kasutame veel piirvaartusteoreeme.

(O)_IlmsX (s)=Ilim— =10 _
s> §? +10s+25

X (00) = 'jﬂ;‘ sxl(s) =0

s(s+1)
0) =lim sX_(s) =i =
%(0) S () SIDQS +10s+25

X, (0) = |ILI;\ SXZ(S) =0

m.o.t.1.



Naide No.4 Diskreetaja jalgimissusteem

Antud: 1) {x(k +1) = dx(K) + T'u(k)
y(k) = Cx(k), x(0)

cp:{(l) ;ﬂ rzm; c=[0 1] x(0)=m

2) [R(k+1) = DR(K) +Tu(k) + LC[x(k) — X(K)]

0
o)

3) Karateristlik polinoom @(2z) = Z°.

N

Leida: 1) L

2) Anallilisida tagasisidestatud stisteemi  X(c0) ?



Lahendus:

1. Jalgitavuse kontroll
Veenduge, et antud ststeem on taielikult juhitav.

2. Tagasisidemaatriksi L arvutus
X(k+1) = (®—LC)X(K), kus
X (k) = x(k) — %(Kk)

det|zZE-® + LC|=¢(2)
|

det[zE—CD+LC]:{; ZH‘; ;_;Hj.[o 1]}:

def 2 i 25240 4=7
= =22+(,-25z+(,+1) =
-1 z-25+I, ’ '

-1
|, =251, =-1->L=
2.5



Kontroll:

Z 1+1, z O
de =de =7
{—1 z—2.5+|j {—1 z}

3. Anallus

%(k+1) = (©-LC)R(K), k=012,
0 -1 -1 0O O
1 25| |25 1 O

|
=0 X(0)=x(0)-X(0)= EH ; } ) H

-1 1
iy _ __O O_._l B 0
el XO=(@-LOXO=|, | _J_u
_ _ 0 0] [0 0
X(2)=(@-LOXM=| . J:M

. O - 4 L
=



