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4. LINEAARSED DISKREETAJA SUSTEEMID
(LINEAR DISCRETE TIME SYSTEMS)

4.1. DISKREETAJA MOISTE OLEMUS ( CONCEPT OF DISCRETE TIME )
Osas 1.7.4 esitati lineaarse diskreetaja sustelekudrrandid vektorvrranditena

X[k+1]=FX[K]+GU[K] 4.1
Y[K]=CX[k]+DU[K] 4.2

Valitud siimbolitega tahetakse r6hutada, et valjonndi 4.2 kdik muutujad on méaaratud
samal ajahetkel ja seepéarast sobib toodud vdrréhandtteliselt nii diskreetaja kui ka pidevaja
susteemile. Olekuid siduv vektorvdrrand 4.1 on agiaev, kuuludes diferentsvdrrandite klassi,
kuigi diferents ilmutatud kujul vdrrandis puuduleda asendavad diskreetide vektorid naaber-
ajahetkil. Argument k (reaalarv) valjendab suhtelgga, mille m&a6tihikuks on susteemis
valitud taktikestus T. Et vorrandi kasutajal vdillaovajadus kasitleda korraga mitmeid
susteemimudeleid (néditeks koos pidevaja susteemjdegs pole alati moistlik mddta aega
taktikestuse T alusel. Sel puhul kirjeldame arguinkuojul kT, kusjuures takti kestus T on
madratud mingis muus ajaskaalas. Diskreetaja fedjke esiletdstmiseks kirjeldame argumenti
nurksulgude abil. SeeggkT] téhistab k-nda taktiintervalli alghetke. Samaa &ihistus (kT)
esitab hetkvaartust kT pidevaja skaalas. Diskrgetdbendab, et sisuline mdte on ainuuksi
taktihetkedel, vahepealsed ajahetked slsteemi myaeks lihtsalt ei eksisteeri. Paljud
kirjanduse allikad ajamd®iste erinevust stimbolitegavaljenda, kuigi sisuline erinevus on
loomulikult olemas.

4.2. DISKREETAJA OLEKUVORRANDITE LAHENDAMINE

(SOLUTION OF DISCRETE-TIME STATE EQUATIONS)
Matemaatikas on diferentsvorrandite lahendamiseédud mitmeid, sh. analiutilisi meetodeid.
Need on Usna lédhedased diferentsiaalvérranditentilsmeetodeile, kuid praktiliseks
kasutamiseks Upris kohmakad. Seeparast lahendaléiseetaja olekuvdrrandeid 4.1 (4.2 ei
vaja lahendamist) valdavalt numbriliste meetoditega

Lihtsaim olekuvdrrandite 4.1 lahendamismeetod dmtaéastirekurrentne meetod.
Lahendamisele asumiseks peame teadma susteenakaigof{0] ning iga taktihetke}0 jaoks
sisendmuutujate vektori diskreet@kll

Kirjutame vorrandid 4.1 ja 4.2 hetke k=0 jaoks

k=0 X[1]=FX[0]+GUI0] Y[0] =CX[0] + DUI[0] 4.3
Vorrandeist on leitavad 4] ja Y[O]. Edasi

X[2]=FX[1]+GU[1] Y[1] =CX[1] + DU[1]

k=1
k=2 X[3]=FX[2]+GU[2] Y[2] =CX[2] + DU[2]

Igal taktil saame leida sama takti valjundkY ning jargneva oleku pK+1].
Lahendusprotsess saab jatkuda piiramatult, kuidldad numbrilistele lahendusmeetoditele
tudpilisi veaallikaid.
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Teisalt on toodud lahendusskeemist hdlpus tuletka@aanaltitiline lahend. Teisendades
rekurrentseid avaldisi

X[2] =FX[1] +GU[1] =F?X [0]+FGU[0]+GU[1] 4.4
X[3] =FX[2] +GU[2] =F°X [0]+F?GU[0]+ FGU[1]+GU[2]

jouame lihtsalt jargnevanaltutilise tldlahendini

k-1
X[k] = F*X[0] + > F“*IGU][]] 4.5
j=0
Lahend on Usna lahedane pidevaja sisteemi olelandirtahendile 3.18, kui arvestada, et
maatrikseksponenti saab kirjutada ka kujul®){(ening et nulloleku komponendi
konvolutsiooniintegraal on siinses lahendis asendkonvolutsioonisummaga.
Analldtiline lahend pakub huvi siis, kui on vajave@ada modne kaugema ajahetke
olekudiskreete. P&hiprobleemiks on seejuures singtegatriksi F astmete arvutamine. Sel
otstarbel on hdlpus kasutada osas 3.3.3 kasitletadtriksi spektraallahutuse meetodit, mis

mittekordsete omavaartustega F maatriksi korrahalgvalemile

Fe=>2zk 4.6
i=1
kus komponentmaatriksid;deitakse valemiga 3.21.
[ 5 4 -2
Antud on maatriks A, =|-13 -10 4| omavaartustega -1, -2 ja -3.
-2 -2 -1

Arvutame maatriksAlm. Kui leida 3.21 alusel komponentmaatriksid, sigrme valemi 4.6
alusel

4 2 -1 0 0 O -3 -2 1

AP=| 4 2 1D+ -5 -3 2(-2®+|9 6 -3(-3¥=
4 2 -1 10 -6 4 6 4 -2
(Z11) (Z21) (Za1)

-177 143 - 118 096 59 04
=Z,1+10247,,+5904973,= | 526 317 351220 - 175098
344 058 230 054 - 114 003

Maatriksi astmete arvutamiseks on kasutatav ka kamCayley teoreem, mis vaidab, et iga
maatriks rahuldab enese karaktervdrrandit. Ideen@émist selgitame néitega.

NAIDE 4.2

Olgu tilesandeksA,* arvutamine naite 4.1 maatriksif, .
Karaktervorrand avaldub

(A+1)(A+2)(A+3)=13+612+1120+6=0
Hamilton-Cayley teoreemi rakendamise idee maatfisge astme A arvutamiseks seisneb
jargnevas. Olgu karaktervorrand Uldjuhul 0. H-C teoreemi kohaselt kehtib ka P(A)=0.
Jagame niiud otsitava astme karakterpoliinoomi rkagdriandiga
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A¥ R(A
= Q)+ )
P(A) P(A)
Siin Q(A) tahistab jagatist ning R(A) jagamise jéiglet. Saadud avaldise v0ib esitada ka teisel
kujul

A=Q(A)P(A)+R(A)
Et aga karaktervdrrandi alusel kehtib P(A)=0, simame KA=R(A), mis ongi otsitavaks
arvutusvalemiks.
Meie néite korral
P(A)=A*+6A%+11A+6E=0
Jagame
10 | A>+6A%+11A+6E
- A%6A%+11A%+6A7 A”-6A%+25A°-90A*+301A3-996A%+3025A-9330E
-6A° -11A% - 6A’
- -6A° - 36A°% - 66A" - 36A°

25A%+60A +36A°
- 9330A3-27479A%- 18150A
- - 9330A%-55980A%102630A - 55980E
Jaakliige 28501A”+84480A+55980E

Ulaltoodu pdhjal kehtib seega
A,'°=28501A°+84480A-55980E

-177143 -118096 59048
ning arvutusega saame A*°=| 526317 351220 -175098
344058 230054 -114003

Tulemus Uhtib taielikult ndites 4.1 arvutatuga.

Hamilton-Cayley teoreem v@imaldab lahendada ka muigatriksitega seotud Ulesandeid.
Néaitena tutvustame ht vdimalust pé6rdmaatriksutamiseks naite 4.1 maatriksile Al.

Teoreemi kohaselt kehtib: A;*+6A,%+11A;+6E=0
Korrutame selle Al-ga:  A;%+6A;+11E+6A;,"=0

Siit saame valemi  A;' = —%Af -A - %E (kehtib vaid maatriksile £
5 4 -2 -23 -16 8
Kuna A, =|-13 -10 4 |; A?=|57 40 -18
-2 -2 - 18 14 -3
3 4 2
i 3 3
siis saameA' ={35 15 -1
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4.3. PIDEVAJA SUSTEEMI DISKREETMUDEL
(DISCRETE-TIME MODEL OF CONTINUOUS-TIME LINEAR SYSTEM )

Suur osa flusikalise maailma slsteemidest toimpigévajalisena, kuid nendes toimuvate

protsesside kohta me saame tihti informatsioonid vdiskreetsetel ajahetkedel tingituna

mobtevahenditest v8i muudel pbhjustel. Seeparaktipatsest huvi slsteemi pidevaja ja

diskreetaja mudelite vaheliste seoste selgitanseda enam, et diskreetmudel on arvutuslikeks

analtiusideks méarksa otstarbekam.

Jargnevas vaatleme joonisel 4.1 naidatud strulgawiskreetaja mudelit. Kui diskreetsed
sisendid ja valjundid on naiteks seotud agauti
(kontrolleriga) protsessi juhtimiseks, siiapad
valjundi sidestuslilid muundama pidevaja sigica
diskreetseiks (teatava taktiga T toimiv angloo
digitaalmuundur). Sisendi poolel tuleb disksed kasud
muundada pidevaja signaalideks. Eeldame, ietisendi

kui ka valjundi muundurid toimivad sama taktipediga T. Sel puhul toimib sisteenik] ja

Y[K] suhtes normaalse diskreetaja-sisteemina. Sisteemadustele avaldab olulist mdju

diskreetse sisendsignaali pidevaks muundamise Eétdame, et see toimub signaali taseme

fikseerimisega takti ulatuses nii, nagu néha joslh.2.

Analliiisime niid protsessi pidevaja osas (Kiekizstel.
Pidevaja olekuvdrrandi lahendi 3.18 alusehsaa
kirjutada (lugedes alghetkel} t

t-t,

X(t) = e OX(t, )+ [e*BUt-t, - t)dr 4.7
t
millest saame oleku jargmise takti alghetkeks
t+T
X(t,..) = €"X(t,)+ [e*BU(T - 1)t 4.8

tk
Teisalt peab diskreetaja mudeli kohaselt kehtima
X[k+1]=FX[K]+GUIK]
Noudes, et mdlemad mudelid peavad andma taktiheltk@entseid muutujate vaartusi, jbuame
tingimusteni

F=e"T 4.9
t+T T
GUK]= [ e*BU(T - t)dr = [e™BU(T - t)dt 4.10
ty 0

Teisendus viimases avaldises tuleneb sellesttegirigeritav suurus ei soltu statsionaarsuse tottu
tx vaartusest, seepdarast vbime voite0t Kui pidevaja sisteemi sisendsignaal on taksiede
joonisele 4.2 vastavalt konstantne, siis saame

#
GU[K] = [ e*BdrU(k) 4.11
0
millest

G= }eA‘Bdr :j e*diB 412
0

Kui det A= 0, saame arvutada integraali
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:
[erdt=A"E* -E)=(e" -E)A™ 4.13
0

ning siis on G arvutatav valemist

G=A"(e""-E)B 4.14
Muudel puhkudel tuleb kasutada G arvutamiseks viakerbi2. Tulemustest on ndha, et seos 4.9
kehtib alati. Jargnevad avaldised aga on otsesses@naloogsisendi kaitumisega takti kestel.
Praegused valemid eeldavad analoogsisendi kongsarttskti jooksul. Kui aga analoogsisend
takti kestel kuidagi muutub, siis ei tarvitse i valemis 4.10 olla igal taktil Ghesugune ja
vOib Uldse puududa v8imalus sisendsuurufit]Uegurina vélja eraldada, mist6ttu mudel ei
tarvitse osutuda lineaarseks.

Eelnevast analiitsist selgub ilmekalt asjaolu, gtrdetsignaalilt analoogsignaalile tleminekul
peame tapsustama signaali muutumisviisi takti skdu millega me lisame mudelile uut

informatsiooni. Selle tulemusena varieeruvad mingiéiral ka stisteemi mudeli omadused.
. . Xy 18 -8]|x, 7
Leiame siisteemi |~ |= + u;
X, 60 -26||x,| |18

Yi| 20 -8||x,
y.] L5 2]x
diskreetaja mudeli takti T=0,1 korral.

Naites 3.2 oli leitud sellise siisteemi maatriksekgmt

eM — 6 -2 o2t -5 2 oot
15 -5 -15 6
Valemi 4.9 alusel

E_ g0 {6 —2‘60'2{—5 2}306{2,168 - 05398}

NAIDE 4.3

15 -5 -15 6 4,049 - Q8008
[ 13 2
26 8] |" % 2
At- L = 6 3 (€°%=0,8187)  (8°=0,5488)
12|-60 18] | ¢ 3
2
13 2
~—= =|[1168 - 05398 7] [0,6233
G=A'F-EB=| ® 3| L o =
5 3|[4049 -18008|18| |15949
2

Arvutades G valemiga 4.12, saame:
6 -2||7]e% -1 |5 2|[7]e®-1 |6 1 0,6190
G= + = 0,0906+| _|0,0752=
15 -5{|18| -2 -15 6/{18| -6 15 3 15851
Tulemuste erinevus tuleneb arvutustapsusest.
Tulemus:
x,[k+1]] [2168 -05398] x,[K] ,[0623 K]
x,[k+1]| |4049 -08008| x,[k]| |1585

Diskreetaja susteemimudelit saab kasutad@ilavaja siisteemi protsesside numbriliseks
arvutamiseks Sel puhul on taktikestus vabalt valitav l[&htudelfest, millise ajaintervalliga me
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soovime saada protsessidiskreete. Seejuures aintdtada, et pidevaja sisteemi &asjaleitud
diskreetmudel aproksimeerib sisendsignaale vastgwahisel 4.2 toodule. Piisavalt lihikese
taktikestuse korral jaab voimalik tekkiv viga enatiaiiski piisavalt vaikeseks.

4.4, IMPULSS-SUSTEEMID (SAMPLED SIGNAL SYSTEMS)
Andmeedastusel, automaatjuhtimises, moodtetehnikasnyjalgi kasutatakse tihti niisugust
informatsiooni edastusvormi, kus informatsiooni enmtalseks kandjaks on impulssjadad.
Enamasti, kuigi mitte alati, on impulssjadal konstee taktiperiood, kusjuures informatsioon
kajastub impulsi teatava omaduse, naiteks amplitundi kestuse muutumises
(modulatsiooniprotsessi tulemusena). Reeglina osutkdavate impulsside kestus tunduvalt
[uhem taktiperioodist. Nii saab hélpsamini tekitadEimsaid, haireid Uletavaid impulsse, voi
siis luuakse vBimalus pakkida taktiintervalli sissiéu s6ltumatut impulssjada.
Joonisel 4.3 on naidatud perioodiline impadsj mille
igal impulsil vdib olla erinev pindala, tingita kas
amplituudi vdi kestuse muutumisest. Iga tawalmpulss
pindalaga Sekitab ststeemi valjundis reaktsiooni, mida
on analldsitud osas 2.6.2 ja mis on avaldatigy k
Y(t)= h(t-kT)S 4.15
Seega lihikese impulsi korral reaktsioon pliaktt ei
sOltu impulsi kujust.

See annab vdimaluse asendada tegelik sisendsignaldiliisis ja arvutusis sellise ekvivalentse
sisendsignaaliga, mis tekitab valjundis just samase reaktsiooni. Niisugune ekvivalentne
sisendsignaal vdib pdhineda ideadldmpulsi kasutamisel

u ()= S,8(t—KT) 4.16
k=0

Valemis iga jargminé-impulss on nihutatud taktikestuse T vOrra ningdpia suurus on,S
Véljundis tekitavad need impulsid signaali

y(t) = iskh(t—kT) 4.17

mida illustreerib joonis 4.4. Joonisel on ingskaja
kujuks vbetud Uhe negatiivse reaalpoolusegstestni
impulsskaja. Nagu ndha, pole valjundsignaagliea
Uldse impulsssignaal ning sdltuvalt stisteenplsskaja
kujust vdib osutuda isegi matemaatilises nsoftielevaks
signaaliks.

Paljudes rakendustes ei paku joonisel 4.4 nahthunessignaali perioodiline pulsatsioon huvi
ning monikord vodib isegi hairivaks osutuda ja seagtisurutakse maha vastavate filtritega.
Kill aga jaab oluliseks valjundsignaali lkelin
muutumistendents. Sellistel puhkudel on
otstarbekas lleminek diskreetaja siisteemi
mudelile (joonis 4.5). Ulemineku  aluseks on
asjaolu, et ekvivalentne sisendsignaal u¥#em
4.16) erineb nullist vaid taktihetkedel, oraad
seega isoleeritud hetkvaértusi, mida nimetame relitideks. Kui nidd ka valjundsignaalist
visata ara koik hetkvaartused peale taktihetkelstavate diskreetide (need on joonisel 4.4
margistatud punktiga tipus), siis allesjadv sigrmemandab kuju
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y*®) =3 y[mT]s(t-mT) 4.18

Joonisel 4.5 on diskreetsete u*(t) ja y*(t) tekbustreeritud ettekujutuslike lllititega, mis
sulguksid vaid taktihetkedel. Muidugi kaotame véa{jipoolel osa signaaliinformatsioonist, kuid
signaali muutumise uldtendents sdltuvana sisendaligt séilib the diskreedina iga takti kohta.
Kirjeldatud ideoloogia vdimaldab votta kasutuseiskrcbetaja mudeli, mille sisendsignaali
diskreedid kajastavad tegelike impulsside pinddlasidljundis saame aga véljaeraldatud
diskreetide jada[ynT] (erinevad takti jarjekorraindeksid sisendis jfuridis osutuvad edasises
vajalikuks). Joonise 4.4 ning valemi 2.34 alus@insa delda, et iga valjunddiskreet moodustub
sel hetkel véljundis tekkiva impulsskaja ning varésikkinud impulsskajade komponentide
summana, seega avaldisena

y[mT] = > ukT]h[mT —kT] = > ukT]h[(m - K)T] 4.19

k=0 k=0
Viimases avaldises on ndidatud vdimalus nihutadmnsa Ularaja I6pmatusse muutmata
seejuures sisu, kunakn korral impulsskaja f{(m-k)T] =0.
Tulemusena oleme saanud slsteemi sisendit ja déljeduva diskreetaja mudeli, mille
Ulekandeseos 4.19 kujutab endast konvolutsioonisatmnolles pidevaja sisteemi
konvolutsiooniintegraali analoogiks. Uhtlasi voitdeda, et varasemaid valemeid 4.16 ja 4.18
saab tblgendada kui diskreetsuuruste kirjeldamislusiopidevaja-skaalas. Sellega seoses on
kasulik jalgida eelnevate arutluste kaigus Umarsidg(pidev ajaskaala) ning nurksulgude
(diskreetne ajaskaala) kasutamist signaalide Kajeisel.
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4.5. DISKREETNE Z-TEISENDUS (DISCRETE Z-TRANSFORM )

4.5.1. Z-TEISENDUSE OLEMUSTHE Z-TRANSFORM CONCEPT)

Olles eelmises osas j6udnud konvolutsiooniseosdistesmi diskreetsete sisend- ja

valjundsuuruste vahel, on loomulik otsida ka Ulelefonktsiooni analoogi kasutuselevotu

vBimalust.

Olgu antud mingi diskreetaja funktsioofkX]. Nulud me teame, et seda on vdimalik kirjeldada
pidevajas kujul

x*(t) = > X[KT]8(t - kT)

Pldame leida selle funktsiooni Laplace’i kujutise
X*(s) = Ti X[KT]5(t—KT)e *dt =3° x[kT]T 5(t—KT)e “dt

Rakendame nUUdS-impOL:T;i integraalset pﬁhiom;:joust 2.57

T e 3(t—kT)dt=e™"
Tulemusena oleme j6udntati£kreetse Laplace’i teisendusavaldiseni

X*(s) = i X[kT]e ™" 4.20

k-0

Praktilistes rakendustes leiab sagedamat kasutéerssnduse modifitseeritud vorm, mille v&ib
saada valemist 4.20 asendusega

z=e®" 4.21
Sellega jbuame nizZ-teisenduse p&hivalemini
X(z) =Y x[kT]|z ™ 4.22
k=0

On loomulik, et niiviisi saadud Z-teisendusel oaplace’i teisendusega palju analoogilisi
omadusi, kuid leidub kullaltki ka eripara.
Z-teisendusega luuakse uksiihene vastavus diskregtgeaali ¥kT] ja kujutise x(z) vahel,
mida tahistame edasises
X[KT]«—=— X(2)
Konkreetseid vastavusi olulistele funktsioonidesals kirjeldada vastava tabeliga. Praktilise
kasutuse huvides on tabeleis 2.1 ja 2.2 funktsteuastavus kirjeldatud paralleelselt Laplace’i
teisenduse vastavate seostega. Samas iseloomudatabielitest ka teisenduste téhtsamaid
omadusi.
Z-teisenduse kasutamisel on olulisimaiks iseérasyargmised:
— teisendus on rakendatav diskreetaja funktsiooajdeillel kdigi ajaargumendi
negatiivsete vaartuste puhul on nulline vaartus:

vk<0, XKkT]=0 4.23
— teisendus on lineaarne, s.o. kehtib
ax[kT]+ by[kT]«—— ax(z) + by(z) 4.24
— kujutise argument z on kompleksmuutuja
z=p+jv=2,e" 4.25

mis on Laplace’i teisenduse argumendigaig® seostatud valemiga 4.21. Sellest
tulenevad seosed
p=e°'coswT; v=e°'sineT; zy=€""; y=oT 4.26
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ning czllnzM; o :M r=0,1,2... 4.27
T T
Seejuures lihtsaimad on seosed z-muutuja mooduli ja fdagi stmuutuja reaal- ja
imaginaarosa vahel.
— igale pidevaja funktsiooni Laplace’i kujutisele vdsténene diskreetaja funktsiooni z-
kujutis ahelana
X(s) > X(t) — > {[KT |« X(2) 4.28

pidev — diskreetne
Uhene vastavus suunas diskreetselt muutujalt pidevaleuppywsgst véimatu on isoleeritud

Mittethesus avaldub ka kujutiste argumentide seostes;kugitija imaginaarosa voib olla
I6pmata palju vaartusi z-muutuja argumendi (fadiéiYeatava vaartuse korral, nagu nahtub
valemist 4.27 (teisiti Oeldes, pole vdimalik eristada (8.0. taisringi) vorra erinevait¥
vaartusi).

4.5.2. Z-TEISENDUSTE ARVUTAMINE ¢Z-TRANSFORM CALCULATIONS).

Z-kujutised on valdavasti polinoomsed ratsionaalfunkisthomille kordajad wldreeglina
sOltuvad takti T pikkusest. Kujutiste leidmiseks kasutataismliselt tabeleid, mis mdnes
kasiraamatu§l5,16 on vagagi ulatuslikud. Seejuures vdivad kasulikuksumgufunktsioonide
eelnevad teisendused vOi aditiivseteks osadeks tukeldiisedeame pidevaja funktsiooni L-
kujutist, siis vastavust 4.28 arvestades on sobivateit@al@rral v6imalik vahetult leida z-
kujutis. Lisaks sellele on ratsionaalset s-kujutist héllalhutada osamurdudeks ning teisendust
arvutada tiikati. Naiteks reaalpooluste korral on vastgargmine:

c ¢,z
X(s) = Zq — e X@ =X v 4.29

Komplekspooluste puhul on hdlpsam kaaskomplekspooluste phandada teist jarku
polinoomiks. Siis saame
az(z-e ™" cospT) + b-aa o -at gin BT
X(z) = 0 4.30
@) 7% —2ze " cosPT +e™ T

as+b
= (S+oc)2 +B2 Tteada
(poolused:etjp)

X(s)

Originaali leidmisel on rohkem erinevusi vorreldeplace’i teisendusega. Uheks spetsiifiliseks
z-teisenduse eriparaks on teguri z leidumine enaraikujutiste lugejas. Seeparast originaali
otsimisel kujutise otsene lahutamine osamurdudéksi @arimal viisil sihile. Vdimalikke ja
mdistlikke meetodeid kirjeldame naidete varal.

NAIDE 4.4
Antud: X(z):lio.
(z-Y(z-09
. X(2)
Meetod A: Lahutame osamurdudeks——=.
z
X(2) _ 10 :@Jr 20 40 . X(2)=20+ 20z 40z
z zz-HY(z-0H =z z-1 z-05 z-1 z-05
Tz Tz Tz 1z

£KT]=205[k]+20 - 40(0,5)
Ajutise teguriga z-avaldise nimetajas tekitame wab{(z) tikelduse osamurdudeks.



4-10

Meetod B: Lahutame X(z) osamurdudeks
X(2) = 20 20 :z’l( 20z 20z )
z-1 z-05 z-1 z-05

T 1z 1z

[Nihe Ghe
takti vorrg 20 - 20%0,8" = X[kT]=20-20%0,5Y

Loppavaldis on kasutatav alates m=0, s.».lkkorral.
Vaartuse X0] voib antud variandis saada vaid piirvaartusteorgam

X[k=0]=lm—2 ___g
2 (z-1)(z- 05

Vajalik nihe on valemeis kujul s k-1

Z-teisendus v@imaldab leida originaale ka numlsitjstuginedes z-teisenduse pd&hivalemile
4.22 kujul, mis sisaldab originaalfunktsioorikX] jarjestikuseid diskreete

X(2)= Y X[kT|z™* =X[0]+ X[T]z ™ +x[2T]z > + X[3T|z >+ - 4.31
k=0
Tulemuseks pole sel puhul mitte originaalfunktsioanaltitiline avaldis, vaid jarjestikuste

diskreetide arvulised vaartused. Rea 4.31 leidmsiseklihtsaim tee kujutisfunktsiooni lugeja ja
nimetaja polinoomide jagamine, mida illustreerirdéega.

NAIDE 4.5
Antud :  X(z) = 10 =— 10 Tulemus:
(z-1)@Z-05 z?-152+05
{0]=0
Jagame poliinoomid: [X=0
X2T]=10
10 Z-15z+0,5 N3T]=15
102+157°+17,57*+18,752+ ... X[4T]=17,5
- 10-157'+572 N5T]=18,75
157-572 N6T]=19,375
- 157-227°+7,57°
17,57-7,52°

- 17,57-26,257°+8,757*
18,757-8,757*

Holbus on kontrollida, et kdik kolm meetodit anndvaama [6pptulemuse vdrreldavate
diskreetide osas.

Z-teisendus, eriti v8imalus leida originaale nurigel teel, vdib osutuda kasulikuks ka
Laplace'i teisendustele originaalide leidmisel. idas sobiva takti T kestuse, vBime leida
Laplace'i kujutisele vastava Z-kujutise ning selleumbrilise originaali. Saadud diskreedid
kirjeldavad siis valitud intervalliga Laplace'i kiisele vastavat originaalfunktsiooni.

4.6. DISKREETNE ULEKANDEFUNKTSIOON
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(DISCRETE TRANSFER FUNCTION)
Leiame  diskreetaja  susteemi  valjundmuutuja  z-ksgyti lahtudes  diskreetse
konvolutsioonisumma avaldisest 4.19. Saame

Y(2) = i:y[mT]z’m = i i u[KT]h[(m-k)T]z™"

m=0k=0
Valime uue muutuja n=m-k (seega m=n+k)
Y(z) =YY ukTh[nT]z" ™ = Y(z) = > h[nT]z "> u[kT]z 4.32
n=0 k=0 n=0 k=0

Viimases avaldises on moodustunu@in™ ja kT] z-kujutise avaldised. Nuld defineerime
diskreetse impulsskaja z-kujutideskreetseks tlekandefunktsiooniks

H@Z)«2>hnT]  H@) =Y hnT]z" 4.33

Tulemusena saab avaldise 4.32 véljendada kujul

Y(z)=H(2)U(2) 4.34
Seega osutub diskreetaja susteemi Ulekandefunhtsidmseks valjund- ja sisendmuutujate z-
kujutiste suhtega analoogiliselt pidevaja sisteetidekandefunktsiooniga. Samuti on
Ulekandefunktsiooni kui kujutise originaaliks vastapulsskaja.
Et s-kujutistele vastavad avaldise 4.28 alusel éiheskujutised, mis kehtivad ka suhetes

u(s) - u(z)
y(s) - ¥(2)
siis peab kehtima Uhene vastavus ka Ulekandefamkigle jaoks
H(s) «——h(t) —== h[kT]«——H(z) 4.35

Seega on vdimalik antud slsteemi pidevaja Ulekamdégiooni tundes otseselt arvutada sama
susteemi diskreetne Ulekandefunktsioon. Ka jarelsiebsest 4.35 koos vastavustega 4.29 ja
4.30 molema ulekandefunktsiooni pooluste taieldstavus, arvestades muidugi s- ja z-

muutujate seost 4.21 alusel.

Kui rakendada z-teisendust diskreetaja slsteemikuefgranditele, saame nullistel
algtingimustel kujutisvérrandid

X[k+1]=FX[k]+GUIK]; Y[k]=CX[k]+DU[K]
Iz Jz 1z lz lz Iz
zX(2)=FX(2)+GU(2); Y(z)=CX(z)+DU(z)

millest on hélpus arvutada diskreetsete lUlekandegivonide maatriksi avaldist
#(z)=C(zE-F)'G+D 4.36
See on struktuurilt téiesti analoogiline pidevajateemi vastava avaldisega 3.32.
Jarelikult on diskreetaja stisteemide anallusil afikrkasutada tlekandekarakteristikuid Gpris
sarnaselt pidevaja susteemide puhul kasutatatag@medes seejuures z-teisenduse omadusile
ja seostele.
Nii saame susteemi valjundis diskreetse huppekfd]g kui anname sisteemi sisendisse
diskreetse Uhikhippesignaali
J{kT]<;>i1 4.37

Uhikhiippesignaal avaldub ajavallas thikuliste diskide jadana koigil taktihetkedel alates
k=0. Samas on diskreetse hippekaja diskreedid @drdama susteemi pideva hippekaja
taktihetkedele vastavate hetkvaartuste jadaga.
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Diskreetse impulsskaja[kil] saamiseks tuleb sisteemi sisendisse hetkel k=@ &kdik
Uhikuline diskreed[k], mille vaartus vastab-impulsi pindalale (nagu see eespool jareldus ka
impulsssiusteemi mudeli arutelust).

Valemi 4.19 alusel saab diskreetset hiippekajanddiga ka kujul

gmT] = ih[(m -K)T] 4.38

mis Uhtlasi kirjeldab diskreetaja siisteemi huppeekaing impulsskaja vahelist seost (olles
pidevaja siisteemi integraalse Ulekandekarakteuntstikeose 2.32 analoog).

4.7. DISKREETAJA SUSTEEMI SIIRDEPROTSESSIDE ANALUUS.

(PROCESS TRANSIENT ANALYSIS OF DISCRETE TIME SYSTEMS).
Nagu pidevaja sUsteemideski on ka diskreetaja exitie siirdeprotsessid maératud siisteemi
pooluste, algoleku ja sisendsignaalidega. limekélfendub see diskreetaja olekuvdrrandite
lahendis 4.5 koos valemiga 4.6. Siirdeprotsessig&ésjalikumaks hindamiseks on diskreetaja
suisteemides otstarbekas kasutada impulsskkjd,hsest selle tekitab ainus thikuline diskreet
susteemi sisendis alghetkel k=0 (vt. 4.6). Seepiiga susteemi poolus tekitab iseseisva
impulsskaja komponendi (moodi), mida v0ib siis ottea@nallilsida. Lisaks Oeldule vdime
diskreetaja susteemi protsesse kasitleda kui vaspadevaja silsteemi protsessi graafikust
eraldatud diskreetide kogumit tingimusel, et potugastavus on maéaratud valemitega 4.26 ja
4.27.
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Pidevaja susteemi (PS) reaalpoolustele (seed?d vastavad alati diskreetaja slsteemi (DS)
reaalpoolused pEe”’, v=0). Seejuures PS positiivsele reaalpoolusel® vastab alati DS
reaalpoolus p>1 ning poolusele <0 DS poolusp<l. Seega kdigile PS reaalpoolustele
vastavad alati DS positiivsed reaalpoolused.
Kui niud vorrelda sisteeme lahtudes vastavate pteolu
paiknemisest kahel komplekstasandil: s-tasand Rblga
z-tasand DS puhul (vt.joonist 4.6), siis asja safjmne, et s-
tasandi reaaltelje punktid (vastavad poolused) emiusl z-
tasandi reaaltelje positivse poolega. Seejuures RS
reaalpoolus tekitab impulsskaja eksponentse kormmmbne
vastavalt joonisel 4.7 punktiiriga naidatuile. Jseh on
toodud ka DS taktiintervalliga véljaeraldatud desdide
jada mdningad liikmed.
Kuid osutub, et samasuguse impulsskaja vdib saada k
komplekssete PS pooluste puhul, kui nende imagisaar
rahuldavad tingimust
o= ig, r=1,2,... 4.39
Joonisel 4.7 on ndidatud taoline protsess PS pagtmarse pooluse korral, kus
kosinusoidaalsest méhiskdverast (vastab PS proees=kivad konstantsed diskreedid, mis
htivad &sjakasitletud reaalpooluste juhtumiga0, p=1. Uhtimise p&hjus on selles, et 4.39
tingimustel z-tasandi pooluste argument (fads)2nr langeb tapselt reaaltelje positiivsele
poolele (faasinurk moodustab taisringi). Veel sbld@isjasest arutlusest, et z-tasandi pooluste
faasinurkade? piiramisel rajadega +18Qa -180 vastab sellele s-tasandi piirkond vahemikus
n/T kuni st/T. Nende rajade piires kehtib s-tasandi ja z-tdspooluste Uksiihene vastavus, mis
hélbustab analtisi. Neid rajasid nimetatakse lesaridiNyquisti rajadeks. Iga selle piirkonna
poolusestt+2rr/T vOrra imaginaartelje suunas nihutatud punkistab neid s-tasandi punkte
(poolusi), millele vastab sama z-tasandi punkt [(p®)o ja seega identne diskreetse
siirdeprotsessi komponent. Suuremale imaginaarogaktab PS kiirem vonkuv protsess
analoogiliselt joonisel 4.7 naidatule, kusjuureskdiet tekib kahe v6i enamagi perioodi tagant.
Kirjeldatud matemaatilisel nahtusel p&hinevad muigaa olulised tehnilised rakendused.
Eristades naiteks kiire perioodilise protsessi ailioodil ihe, veidi nihutatud diskreedi sobiva
taktikestuse T valikuga, vBime niiviisi rekonstradea protsessi perioodisisese muutuse
iseloomu tervikuna paljude perioodide ulatuses. aSeitleed kasutavad naiteks
stroboskoopostsillograafid, aga ka igasugused rstrathoskoopilised seadmed.
Kui nOdd jatkata s-tasandi ja z-tasandi poolustengade tekitatud protsesside vordlemist
Nyquisti rajade piires, siis voime konstateeridak@gile komplekssetele s-tasandi poolustele
vastavad komplekssed z-tasandi poolused. SeejputéBnaginaarsetele s-poolustele vastavad
z-tasandi poolused uhikringib€£0 korral on g=1). Véljaspool thikringi paiknevad s-tasandi
parema pooltasandi poolused (positivhe reaaloaalitjikringi sees olevatele z-poolustele
vastavad s-tasandi negatiivse reaalosaga pooluseda s-tasandi parema pooltasandi
poolused pohjustavad suureneva amplituudiga vonksiaeprotsessi, siis samalaadselt
muutuvad ka DS diskreedid. Uhikringi sees paiknewapooluste puhul on tegemist kahaneva
protsessiga. Joonisel 4.6 on naidatud nummerdatuétipaaride abil Gsna paljude punktide
vastavus ning illustreeritud ka méningais punktigasgknevate pooluste tekitatud impulsskaja
diskreetide muutumisiseloom.
V@imalik on hinnata ka diskreetimistaktide hulkee&h/Gnkeperioodis. V&nkumiste suhteliselt
aeglase sumbuvuse korral saab vénkumisperiopdidirata seosega
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T, =— 4.40
(O]
Samas on valemi 4.27 alusel taktikestus véljendatav Nigajade piires valemiga
T-Y
®
Neist saab kokku valemi
v_T 4.41
2 T

P
Jarelikult on vaikese faasinurgagd z-poolustel ka taktiintervall palju vaiksem
vBnkeperioodist, seega Uhte vonkeperioodi mahub pelttiintervalle. Mida suuremaks kasvab
faasinurk, seda horedamalt paiknevad diskreedidkegerioodi piires. Nyquisti piiril
(P=n(180C°)) mahub seega igasse vOnkeperioodi parajasti kiidaeeti ehk Uks diskreet
poolperioodi kohta. See tdhendab vahelduvmargilits&reetide jada. Z-tasandil paiknevad
Nyquisti piirile vastavad poolused reaaltelje négs¢l poolel. Seega esineb diskreetaja
stisteemides olukordi, kus reaalpoolustele (negati@le) vastab vdonkuv (vahelduvmargiliste
diskreetidega) siirdeprotsess.
Hoopis erilaadne on aga siirdeprotsess poolusekar@l. Sellisele z-tasandi punktile ei vasta
Ohtki s-tasandi punkti (=0 vastabc—), jarelikult pole niisugusele diskreetaja prot#ess
analoogi pidevaja sisteemides. Niisuguse protsessirasusi kasitleme jargmises punktis
konkreetse néite varal.

4.8. LOPLIKU SIIRDEPROTSESSIGA DISKREETAJA SUSTEEM

OISCRETE SYSTEM WITH FINITE SETTLING TIME)
Alustame teatava silumisalgoritmi analliUsist, midasutatakse ndaiteks juhuslikke
veakomponente sisaldavate perioodiliste modtearein@btlemiseks vigade vahendamise
eesmargil (vt.1.6.6). Meetod kannab jooksva kes&ra@kyoritmi nimetust. Selle sisuks on
teatava hulga viimaste moddtetulemuste keskmiseayékvutamine.
Olgu esialgsete diskreetsete moo6tetulemuste jdaks0,1,2,... . Arvutame nditeks 4 viimase
mo6tmistulemuse keskmise

y[k]:%(u[k]+u[k—1]+u[k—2]+u[k—3]) 4.42

k muutmisel tekib keskmistatud suuruste diskreatj@&lurema hulga andmete keskmistamisel
on mugavam teine algoritmi variant

yk] = y[k 1] + %(u[k] k- 4] 4.43

mis on eelmise variandiga samavaarne.

Taolise algoritmi realisatsiooni vdib vaadelda s@éstina, mille sisendiks on esialgsed
mdodtetulemused [l4] ja valjundiks keskmistatud suurusefkly Niisugusele siisteemile vdib
arvutada ka diskreetse ulekandefunktsiooni.

Valemi 4.42 alusel saame

y(2) = %(1+ 24272 +273u(2)

millest tuleneb

He - Y@ _Z+z" +z+d
u(z) 4z

Samas vOib vorrandist 4.43 saada sarnasel viisil

4.44
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1-z*¢ z'-1
1-z7%  47%(z-))
mis pérast jagamist poliinoomiga z-1 osutub ekvitakks llekandefunktsiooniga 4.44.
Ulekandefunktsiooni H(z) pdhjal v6ib arvutada kepitsskaja k] «%— H(z). Lihtsaim on
arvutada fk] diskreedid poliinoomide jagamisega
3 2
L:ZHI':E+EZ‘1+£z‘2+£z‘3+02‘4+--- 4.45
4z 4 4 4 4
Tulemus naitab, et impulsskajglki on vaid neli esimest diskreeti ja viiendast tdkdistes on
kdik edasised diskreedivaartused nullid. Jarelikatiud juhul kestab siirdeprotsess vaid 4 takti,
olles seega selgelt I6pliku kestusega.

H(z) =

Hippekaja voib leida avaldisest
qqemef% 4.46

mis annab tulemuseks

3 2

ZFZ xzes +§ +Z+1=1+12‘1+§z‘2+1z‘3+lz‘4+~-- 4.47

4z°(z-1 4 2 4
Ka siit ndhtub neljataktilise kestusega siirdemss$s mille I6ppedes jadb pusima konstantne
olek thikulise diskreediga.
Osutub, et I6pliku protsessi tekkeks peavad Ulegamkisiooni lugeja ja nimetaja jaguma
jaagita voi konstantse jadgiga. Niisugune olukoellit alati siis, kui Ulekandefunktsioon
sisaldab ainult nullvdartusega poolusi (nullpogludieed jaguvad jaagita mistahes lugeja
polinoomiga. Loomulikult v8ib ka pidevaja siisteaiimideprotsesse lugeda |16pliku ajaintervalli
kestel praktiliselt I6ppenuks, kuid siis on tegengeotsessi ligikaudse I6puga. Seega [6pliku
kestusega siirdeprotsessil tdpses mottes puudidogn@idevaja siisteemide seas.

4.9. DISKREETAJA SUSTEEMI SAGEDUSKARAKTERISTIKUD

(FREQUENCY RESPONSE CHARACTERISTICS OF DISCRETE TIME

SYSTEM)
Sageduskarakteristikute olemust kéasitleti osas Rld@d valjendavad slisteemi reaktsioone
Uhikulisele siinussignaalile siisteemi sisendis nexate sageduste tingimusis. Diskreetaja
susteemi sisendis peab seega toimima diskreetnessignaal, mis analtiisi mugavuse téttu
asendatakse kompleksse diskreetse sisendsignkajiga

ulkT] = e 4.48
Valjundsignaali saab mé&arata konvolutsioonisumnvadgmi 4.19 alusel
y[mT] = > KTl = elomT " HkT]e T 4.49
k=0 k=0

Viimane osa avaldis?ﬁ:)st 4.49 vastab diskreetse ritEanktsiooni H(z) avaldisele, kus z on
asendunud suuruseg®’e Niisuguste omadustega suurust on loomulik nineetdigkreetseks [Comment [S1]:

sagedusfunktsiooniks
H(eJmT) _ zh[kT]e—Jka - H(Z) | z=eT 4.50
k=0

Sagedusfunktsiooni vahendusel saab valemi 4.48deskujul

y[mT]:H(ej‘f’T) o 451 { comment [s2]:

777777777777777777777777777777 [ Comment [S3]:
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mis on analoogiline pidevaja sageduskarakterigtikavaldisele (vt. osa 2.7). Diskreetne
sagedusfunktsioon on lahutatav ka mooduliks ja raendiks (faasiks), mis vastavad
amplituudi ja faasi sageduskarakteristikuile

H(e™") = [H(ek™)| e/eHe 452

On aga ka selge, et diskreetaja susteemi sagedisiidstikutel on olulised isearasused. S-
komplekstasandil on ju sagedust tdhistaval imagosah o perioodiline iseloom piki
imaginaartelge, mis viitab ka perioodilisusele eésti sagedusomadusis.

Pllame selgitada pidev- ja diskreetaja susteensdedsiskarakteristikute vastavusi. Selleks
tuleb tugineda Fourier spektrite avaldistele ja aolustele. Pidevaja muutujate Fourier’
spektreid esitavate avaldiste paar (Fourier' pgripdordteisendus) avaldub seostega, kys H
téhistab pidevaja slisteemi sagedusfunktsiooni

H, (jo) = [h(e ™ dt 4.53

O
h(t) =~ jw H, (jo)e do 454

Et h(t)=0 iga & 0 korral, siis valemis 4.53 vdib integraali alueks rajaks votta ka O.

Diskreetaja stusteemi Fourier’ spektri périteiseedualemiks on juba varem esinenud avaldis
4.50, kus alumise raja vaartuseks sobib samuti 0.

Poordteisenduse avaldisel on tldjuhul kuju

T

?
h[kT] = % [HE" e do 4.55

T
kusjuures integreerimisulatus vastab Nyquisti ri@dkunan suhtes sagedusfunktsioon iLj@{ [Comment [s4]:

on perioodiline. Et saada[KT] seotuks pidevaja spektriga, tuleb avaldises 4@&@#auw—>kT
(diskreetida aeg) ning edasiselt summeerida spekdigi perioodide ulatuses. Nii saame
1 = %(1+2r) ' .
h[kT] = o Y [H, (e do 456

r=—» 1

—?(1— 2r)

Saadud avaldises vdib muuta summeerimise ja irdagrise jarjestust, piliddes seejuures
avaldist lahendada seosele 4.55. Seega

T RLE ({2 e
hkT]= o [ = r;Hp[J[c\)+ = rjje do 457
T

Vorreldes niid avaldisi 4.55 ja 4.57, saame se@s®/pja diskreetaja sagedusfunktsioonide
vahel valemina

H(ej°’T):%ZHp(j(m+2$r)) 4.58
Saadud valem kajastab pidev- ja diskréetsUsteegaUsrakarakteristikute olulisi erinevusi, aga
ka nende seotust.
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Joonisel 4.8 on vordlevalt naidatud pidevaja simsi€ES) ja vastava diskreetaja stisteemi (DS)
sageduskarakteristikud. Kui pidevaja susteemi asjedtakteristikute Ulekanderiba ei valju
Nyquisti rajadest (kitsas riba joonisel 4.8), digaks pdhisagedusribale tekivad diskreetaja
susteemis  kbrgematel sagedustel taiendavad labiiaskl, mistbttu  selliseid
sageduskarakteristikuid nimetatakse tihti kammk@réstikuteks (analoogia kammipiidega).
Kui aga pidevaja slisteemi sageduskarakteristilalilBlyquisti rajad (lai riba joonisel 4.8), siis
Ulekannete summeerimise tottu (valem 4.58) diskjaetiisteemi sageduskarakteristik omandab
hoopis uue kuju. Nyquisti rajad/T ja -w/T on méaratud valitud taktiperioodiga, seepérast
pikema taktiintervalli korral tekib moonutumine p&amini ja on ulatuslikum.

Kirjeldatud seosed on Upris olulised tanapaevalfagrsete nn. digitaalfiltrite kasutamisel, mis
realiseeritakse diskreetaja stisteemidena.

NAIDE 4.6

Lahtume Uhe poolusega sisteemist, mille puhul pidetilekandefunktsioon on H(s)=b/(g+
Diskreetaja tilekandefunktsioon on siis H(z)=bz/(Z)e
Diskreetaja slisteemi sagedusfunktsioon avaldub

Heory—_De” b b
et —e™  1-e @D 1_e“T(cosoT —jsineT)
Amplituudi sageduskarakteristik

HEe™™)

b b
Ja-e T coswT)’ +e 2T sineT  +/1- 22T cosoT +e 27
Faasi sageduskarakteristik

b
1_ efaT

e sinoT
1-e " cosmT
Pidevaja siisteemi sageduskarakteristikud

. b b
H,(jo)=— H,(0) = —=
)= )= s

Diskreetaja karakteristikute graafikud: T=1"'e0,8 »=0,2231; b=1

argH(e") = —arctan ‘H(e“’)‘ =

® b
P(w) = - arctang H(0) = o



