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5. SUSTEEMIDE ULDISED OMADUSED
(INTRINSIC SYSTEM PROPERTIES)

5.1. SUSTEEMI STABIILSUS (SYSTEM STABILITY)

5.1.1. STABIILSUSE OLEMUS CONCEPT OF STABILITY)

Stabiilsus tahistab slUsteemi ja tema protsessideavi@ pisivust, sailivust, koonduvust.
Stabiilsuse puudumine viib sageli katastroofini M@ vinguni. Just seeparast markame
Umbritsevas maailmas esmajoones stabiilseid sustegmnéhtusi. Ka eeldab slsteemi
kasulikkus voi kasutatavus tavaliselt selle stabst.

Lihtsaim on slsteemiasakaaluoleku stabiilsuseprobleem. Tasakaaluolekuks nimetatakse
susteemi olekut, kus sisteem valistoimete puudumi@e paikneda pisivalt, piiramatu aja
kestel. Kooliflitisikas illustreeritakse tasakaallalstabiilsust sageli kera paiknemisega
mitmesugustel pindadel (joonis 5.1). Stabiildumtrollitakse
tavaliselt sisteemi (siin kera) esialgsestkamsiaiolekust
valjaviimisega ja seejarel omapead jatmisegadlikumine).
Tasakaaluolekusse naasva kera olek on stak8he
mittenaasval aga mittestabiilne (MS). Vahepaaspiirvormiks
on neutraalne (N) tasakaaluolek, kuhu keraagisa, vaid jaab
pusivalt uude olekusse, mis on samuti tasakéeu Neutraalse
oleku puhul on kui tahes lahestikku palju tasdikolekuid teatava
pinnaosa ulatuses. Eel6deldust on néha, et tasalsahiilsus on vaba slsteemi sisemine
omadus, mille puhul stabiilsuse maaravad tasakaakiplahima tmbruse omadused.
Tasakaalupunktid (equilibrium points) defineeritakse diferentsiaalsiisteemi sellistéuwdtena,
kus kdik olekumuutujad rahuldavad tingimusi

dx;(t)
dt

0 i=1...n vOi vektorvorrandina ? =0 51

NAIDE 5.1

Xl:XZ X1:0:>X2:0 X :O .
_ , = = = Tasakaalupunktid on
X, =X =X, X, =0=x,(1-%x,)=0 X, =1

(do), (1/0).
On néha, et mittelineaarsel sisteemil vOib ollajupahsakaalupunkte, aga ka ei uhtegi.
Lineaarsel ststeemil on Uksainus tasakaalupunigjuGes tuleb arvestada,et flitsikalistel
susteemidel saavad tasakaalupunktideks olla vardwdite reaalarvulised lahendid.

Monevorra keerukam olikumistrajektoori stabiilsuse probleem. Liikumise all mdistetakse
lintsalt olekumuutujate ajalisi muutusi, kusjuutesjektoor ongi olekupunktide jada. Uldiselt
olekutrajektoorid algavad ja I6pevad tasakaalupdekt I6pmatuses vdi moodustavad suletud
trajektoori. Ka trajektoori stabiilsuse puhul on alstilsuse hindamise aluseks
perturbatsiooniprintsiip (hairituse tekitamise pohimdte). Stabiilse trapekt korral mingil
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hetkel tekitatud hairitus kas haabub aja jooksugliult (siis raagitakseasimptootilisest
stabiilsusesj voi jaab tokestatuks (ei kasva piiramatult).

Orbitaalne stabiilsus hdlmab perioodilisi protsesse suletud (kinniséjumistrajektooriga
(orbiidiga). Siin on stabiilsuseks piisav liikunrektoori pusiv paiknemine trajektoori
Umbritsevas torutaolises piirkonnas.

Struktuuri stabiilsus on erinevalt liikumise (protsesside) stabiilsuge&#ratud stisteemisiseste
sidemete muutumisega. Seejuures on naiteks aimeilige struktuuri, sdrestikehitise, borsi voi
sidesUsteemi stabiilsuse probleemid tugevasti idgetsd. Pohilised struktuuri stabiilsuse
rakendused on seotud katastroofiteooriaga. Seoséskepside stabiilsusega valjenduvad eeskatt
selles, et struktuurimuutustega voib seostuda @sside iseloomu kvalitativne muutumine.

Esimese tasakaalupunkti stabiilsuse, nn. Lagrarggehiilsuse matemaatilise kriteeriumi andis
J. L. Lagrange 1788.a. mehaanilise liikumise jadalle jargi on stabiilses tasakaalupunktis
susteemi potentsiaalne energia minimaalne. On Jpshéti mdistetav, et niisugusest olekust
valjaviimiseks on vajalik valine energia. Kahjukslg energiamiinimumi printsiip Uldisena
rakendatav. Naiteks osas 4.8 vaadeldud algoritrkésitatav sisteemina, kuid energia moistet
ei saa mitteflilsikalise nahtusega seostada.

Uldisem ning liikumisega seostatud on A. M. Ljapuingoolt pakutud nn.Ljapunovi
stabiilsuse mdiste, mille ta avaldas 1892.a. dissertatsiooniha@emaatilisuse ja abstraktsuse
tottu jai see esialgu vahemargatavaks, kuni 19%0H@stail hakati mdistma Ljapunovi idee
uldisuse, universaalsuse ja ranguse olulist tahtsusteemide analtisil. Nagu ka eespool
selgitatud, tdhendab liikumine selles teoorias ek muutumist ajas, kusjuures
likumistrajektoori stabiilsuse moiste aluseks @mtprbatsiooniprintsiip (hairituse pohimote).
Hairituse olemasolul eristatakse:

— nominaalset ehk hairimata liikkumistrajektoori X(t)

— héairitud liikumistrajektoori X(t), kusjuures hairitus tekib alghetkg| mille jarel sisteem

toimib ilma valiste mojutusteta sisemiste oostd kohaselt.

Hairituse suurust moddetakse vektori
normi | X(t)| mdiste abil. See vdib olla

madaratud nditeks kujul

XOl=,> % 07 5.2a

IXty|= 2 i (0) 5.2b
k=1

vOi veel ménel muul normi omadusi
rahuldaval viisil.
HairituseAX(t)=Xn(t)-X(t) normiks on|AX(t)| .
Ljapunovi jargi on liikkumine X(t) stabiilne, kui rsiahes vaikesekorral leidubd(e), nii et
|AX(ty)|<e = Vteltoo] :[AX(1)] < 8(e) 5.3
Erijjuntumiks on astimptootiline stabiilsus lisanogale
lim [AX(t, )| =0 5.4
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Avaldise 5.3 eelduslik osa tahendab, et alghetkeitigy sisteemis on piisavalt vaike.
Jareldusliku osa kohaselt saab stabiilse susteemalknaidata kdigi edasiste ajahetkede jaoks
Uhtse piirkonna (“toru”) ulatusegéa(e), millest hairitud trajektoor p(t) Uhelgi ajahetkel
valjapoole ei lahe. Piisav on ndue, et sellistoru saab Uldse moodustada. Astimptootilise
stabiilsuse nbue on rangem piirvaartuse 5.4 tdtig, sisuliselt tdhendab, et alghairituse mdju
[6pmatuses taielikult hAdbub (ststeem “unustakritb&e).

Ljapunovi stabiilsuse kontseptsioon on oma abstredd tOttu rakendatav vaga mitmesuguste
ulesandeklasside korral. Naiteks saab tasakaalublélsitleda Uhestainsast punktist koosneva
trajektoorina kdigi ajahetkede jaoks.

Viimastel aastakiimnetel on mdningat rakendamidnled veel tiks stabiilsuskontseptsioon, mis
tugineb susteemi ulekandeomadustele. Rahvusvaheiisgakse seda tOkestatud sisendi ja
tOkestatud valjundi stabiilsusena eBKBO-stabiilsusena (bounded input — bounded output
stability). Muutuja u(t) on tbkestatud, kui kehtib tingimus

vt e[O, oo),|u(t)| <k, 5.5
kus k on I6plik reaalarv.
Susteemi nimetatakse BIBO-stabiilseks, kui nulbdgolekuga siisteemis mistahes tokestatud
sisendmuutuja tekitab tokestatud valjundmuutuja.

5.1.2. STABIILSUSKRITEERIUMID (CRITERIA OF SYSTEM STABILITY)
BIBO-stabiilsuse kriteerium Uhe sisendi ja Uhe valjundiga lineaarsele stadsisele
susteemile on hdlpsasti tuletatav, lahtudes konsi@aniintegraalist

y(t)::.f h(t — t)u(t)dr

Eeldame, et kehtilu(z)| <k, . Nuud eeldame, et kehtib

< It - u(o)de <k,

0

() =

_T h(t — t)u(t)dt

mis tahendab, et ka y(t) tdkestatus on garanteeriisendades viimases integraa|ia(r)|
vaartusegak saame

[Int—jdr<kafki ehk [f(z)dc<M 5.6

0 0

Jarelikult on BIBO-stabiilsuse kriteeriumiks susteampulsskaja absoluutvaartuse integraali
tOkestatus rajadg0,0) korral. Et lineaarse siusteemi impulsskaja on mal&.33 alusel

véljendatave™" tiipi eksponentlikmeid sisaldavate moodide sumanaiis on hélbus méista,
et tingimus 5.6 on taidetud parajasti siis, kuiteémni iga pooluse jaoks kehtib

Rel <O 5.7
Mittelineaarsete stisteemide puhul on BIBO-stats#skontseptsiooni raske kasutada, kuna
dldjuhul konvolutsiooniintegraal ei kehti ning ghdise tOkestuse mé&aramine mistahes
tOkestatud sisendite korral on praktiliselt véimatu
Ljapunovi stabiilsuse kriteeriumid séltuvad stabiilsuse liigist ja siisteemi omadustes
Tasakaalupunkti stabiilsuse maaramisel saab l|ahtelkest, et stabiilsuse definitsioonis
sisalduv hairituse piirkond vdib olla I16pmatu vaike piirkond tasakaalupunktntiruses. Kui
selles piirkonnas arendada olekuvdrrandite funktsio Taylori ritta tasakaalupunktig Xzo, ...
Xno Umbruses
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i=1...n,

f(Xyy..., X ) =f(Xx X )+a—fi (X, — X,0) + +af“ (X, —x.,)+0(x*x3...),5.8

[ANANERRRE R i 1027 "*no0 8X1 e 1 10 6Xn ) n no ! ARV A

siis see omandab tasakaalupunkti lahikonnas kuju

i=1...n, X; =a—fi (X, —x10)+...+a—fi (X, —Xp0) 5.9
axl Xj=Xio n | Xi=Xjo

kuna valemi 5.8 esimene liige on tasakaalupunktisnai 5.1 t8ttu null ning jaakliiget 0td,

...) VOib tasakaalupunkti laheduses lugeda tihiseks

Lineariseeritud stusteemi valemile 5.9 vastav sasit@aatriks A avaldub maatriksina (tuntud ka
Jacobi maatriksiks nimetatuna)

oA
ox,  oX,
A=| : : 5.10
of of,
ox, OX, |

mille kdik tuletised on maaratud tasakaalupunktisxo). Lineariseeritud olekuvdrrandite jaoks
on Ljapunov tbestanud jargmiste tingimuste kehtyusiis kindlustavad esialgse slsteemi
vastava tasakaalupunkti stabiilsuse.
1. Kui kdigi A-maatriksi (5.10) omavaartuste reaald on negatiivsed, siis on
tasakaalupunkt asimptootiliselt stabiilne.
2. Kui A-maatriksi vahemalt Glhe omavéaartuse reaatwspositiivne, siis on
tasakaalupunkt mittestabiilne.
3. Kui A-maatriksil on mittekordseid imaginaartéipaiknevaid poolusi (kordsus
tahendab mittestabiilsust), siis lineariseeritustaéim on mitteastimptootiliselt
stabiilne (neutraalse tasakaalu tilpi omadused),dgialgse mittelineaarse stisteemi
kaitumine tasakaalupunkti Umbruses ei tarvitseatasineariseeritud vérrandeist
tulenevale.
Ljapunov on loonud veel teise, nn. otsese meettabiisuse analllsiks, mis sobib eriti
likumistrajektooride stabiilsuse anallisiks. Mektfedhineb nn. Ljapunovi funktsiooni V(x)
konstrueerimisel. See funktsioon Uldistab energiktisiooni ideed, mis on aluseks stabiilsuse
maaramisel minimaalse energia pdhjal. Funktsioor) Vijeab kehtima kogu protsessi

muutumispiirkonnasdtoru ulatuses). Ljapunovi jargi sUsteefﬁ(t):F(X(t)) likumistrajektoor
X(t) on stabiilne, kui osutub vdimalikuks konstruda kogu protsessi muutumispiirkonn@s
kehtiv Ljapunovi funktsioon jargmiste omadustega:
a) V(x):XTQX on positiivselt maaratud funktsioon
(X-olekuvektor,Q- positiivsete omavaartustega reaalmaatriks);
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b) _d\(/j(tX) =-X"PX — negatiivselt (pool-) maaratud funktsioon (P-posstte
omavaartustega maatriks)
_ dVv(X) FOX)
dx

Positiivne maaratus tdhendab: VXD, kui X= 0; V(0)=0, poolmaaratuse korral vdib kaX
puhul esineda V(X)=0. Ljapunovi funktsioonil on k&hergiafunktsiooni vorm, kuid ei tarvitse
olla energiale vastavat sisu. Sustemaatilisi mestogobiva Ljapunovi funktsiooni leidmiseks
ei eksisteeri. Mittelineaarsel sisteemil vdib atigmeid nii stabiilseid kui ka mittestabiilseid
tasakaalupunkte, aga ka liikumistrajektoore. Saet@dib mittelineaarse ststeemi stabiilsuse
terviklik analtts olla Gpris keeruline ja toomahska
Nagu &sja selgitatud, on lineaarse slsteemi tasahelu stabiilsus maaratud omavaartuste
reaalosa markidega. Tapne omavaartuse suurus eejeuses oluline. Seetdttu on vdimalik
stabiilsust m&arata, lahendamata omavaartustetkavékrandit.
Olgu selline vorrand antud kujul

s"+a,,s""+a,,s" +...+a,s+a, =0. 5.11
A. Hurwitz on pakkunud (1895) véalja jargmise aslUogplise stabiilsuse testi pidevaja
susteemile:
Moodustatakse determinantide jada

a,, 1 0 0
a a a 0
n-3 n-2 n-1 an_l 1 0
an—5 an—4 an—3 O
det| . >0;...detla, , a,, a,,|>0;...
a a
O al a2 n-5 n-4 n-3
i 0 0 ao_
a, 1
det >0 512
an—3 an—2

Esimese, suurima determinandi peadiagonaalil padahealemi 5.11 koefitsiendid jarjestikku

alates teisest s koef.). Ridades on koefitsiendid vdrrandiga vétesl vastupidises jarjestuses.
Puuduvad koefitsiendid asenduvad nullidega.aggmine determinant (kokku

n-1) saadakse eelnevast viimase rea ja vimase essnaldamisega.

Susteem on asumptootiliselt stabiilne, kui kdikedetinandid on positiivsed.

Suhteliselt lintsalt on pdhjendatav ka véide, ebsise sisteemi karaktervorrandi 5.11 kdik
koefitsiendid peavad olema uhemargilised (naititppesed) ja mittenullised.

NAIDE 5.2a

Antud slisteemi karaktervorrantF5s’+2<+4s+3=0.

51 0 0
5 1 0

4 2 5 1 5 1

Dy= > 0; D,=|4 2 5|/>0; D, = > 0;

03 4 2 4 2
0 3 4

000 3

Arendades Britta neljanda rea jargi, saame3D0. Seega Ppole vaja arvestada.
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51 50
Arendades Pritta kolmanda rea alusel, saang = 4{4 2} - 3{4 5}

R
Nii saame @=6 ning D=4+%6-75=-51.
Et D,< 0, siis sUsteem on mittestabiilne.

Tuntud alternatiiviks Hurwitzi testile on E. J. Rbupoolt 1976.a. avaldatud lineaarse susteemi
stabiilsustest, mis lahtub karaktervorrandist 5. bn tanapaeval kasutusel nn. Routhi tabeli
vormis.

k 1 2 3 4 5
[
1 dn (=1) dp-2 | An4 | An6 | An-g
2 dn-1 dp-3 | dns ap-7 dn-g
3 C31 C32 | C33 | Caa | Cs3s5
4 Ca1 Cs2 | C43 | Casa | Cs5
5 Cs1 Cs2 | C53 | Csa | Css

Toodud tabeli kahte esimesse ritta paigutataksakkemdrrandi koefitsiendid maksimaalsest
astmest alates (puuduvad koefitsiendid tahistatakdiegdega). Jargmiste ridade koefitsiendid
arvutatakse valemiga

Ci21 Ciaku
Cx =Ciopn —— . 5.13
Ci1a
a,-a a,-a a,,Csy .
Naiteks: ¢, =a,,-——"2; C,=a,,———">; C,=a,;————32 jne.
a'n—l a'n—l C3l

Stabiilsel susteemil peavad kdik esimese veeruitseaidid olema positiivsed (tingimus tagab
asumptootilise stabiilsuse).

NAIDE 5.2b

Koostame Routhi tabeli karaktervrrandigs'+5s°+2s°+4s+3=0 siisteemile.

k 1 2 3
i
1 1 2 3
2 5 4 0
3| , 14, | g0 5 | O
5 5
4| 453 4¢ 0 0
12

5 3-0=3 0 0
6 0 0 0
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HOlbus on veenduda, et teatavast reast alateseigai\arvud muutuvad nulliks. Seepérast on
tabel alati I16plik. Seejuures pikim on esimene geer

Kuna arvutatud tabel sisaldab negatiivse arvu esesieeerus, on antud karaktervOrrandiga
susteem mittestabiilne. Matemaatiliselt on HurwijgiRouthi testid taielikult ekvivalentsed.
Kdrget jarku stisteemi korral on Routhi test monev®ahem t60mahukas.

5.1.3. DISKREETAJA SUSTEEMI STABIILSUSSTABILITY OF DISCRETE TIME

SYSTEMS)
Diskreetaja stisteemi olekuvérrandid ning nendenditeon analoogilised pidevaja siusteemi
omadele, seepérast on ka stabiilsuse mdiste jaidedonid taielikult rakendatavad diskreetaja
susteemidele.
BIBO stabiilsuse kriteeriumiks on impulsskaja tdlatiss

§|h[k]| <M 5.14

Selle tingimuse testimisel on arvutusteks vajafikpulsskaja analtitiline avaldis. Lineaarse
diskreetaja slUsteemi Ljapunovi stabiilsus on sammu#aratav sisteemi omavaartustega.
Stabiilsustingimused omavaartustele on aga erindirggituna pidev- ja diskreetaja siisteemide
omavaartuste vastavusest valemi 4.2.1 alusel. Aisatisas 4.7 naitas, et stabiilse pidevaja
susteemi poolused paiknevad s-tasandi vasakul gsaoltil (negatiivse reaalosaga
omavaartused). Sellele s-tasandi piirkonnale vagtgdsandil Ghikringjoone sisemus (joonis
4.6). Seega lineaarse diskreetaja susteemi stadmilskriteeriumiks on koigi susteemi
omavaartuste paiknemine uhikringjoone sisemusessitiTéelduna taéhendab see, et koigi
omavaartuste moodulid peavad olema véaiksemad UKasa see on piisav tingimus, siis on
valja tootatud ka testid, mis on analoogilised paje siisteemide stabiilsuse Hurwitzi ja Routhi
testidega.

Uks lihtsamaid diskreetaja siisteemi stabiilsustestion E. I. Jury test (1958), mis on ka isna
sarnane Routhi testidega, kuigi margatavalt keseoii

Kui lahtuda diskreetaja stisteemi karakterpoliinobmis

D(z)=anz"+ayn 2"+ ... +aiz+ag
(tihti a,=1), siis peavad ennekdike olema taidetud tingimused:
D(1)>0; (-1)"D(-1)>0; |D(0) | <an 5.15

Need tingimused osutuvad esimest ja teist jarktesasdele ka stabiilsuseks piisavateks.
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Testi struktuuri saab esitada mugavalt tabelina

dp ai az dn-1 an
dn dn-1 dn-2 s ai do
- 8, | bo=ai-Man1 | bi=az-han2 | bo=as-rians bn-1=an-A1do 0
1 an
bn.]_ bn.2 bn.3 e bo O
_ by | Co=bi-Aabna | C1=bo-Aobns | Ca=bs-Azbna Cn-2 0
e
b,
Ch-2 Cn-3 Cn-4 Co 0
- Co | do=C1-A3Cn3 | 01=C2-A3Ch.s | O2=C3-A3Chs dws| O
Cn—2
dn-3 dn.4 dn-5 s do O

Tabeli struktuuri aluseks on reapaarid, milles shraemendid on jarjestatud vastupidiselt.

Esimese reapaari elemendid péarinevad lahtekaraitterpomist D(z). Nende alusel arvutatakse

jargmise rea elemendid tabelis toodud viisil, ldigthes selle jargnevalt teiseks reapaariks, mis
on Uhe elemendi vOrra esimesest lihem. Jargmiafmagide arvutamine on analoogiline. Iga

reapaari lihenemise tottu I16peb tabel viimati @igsdb n-1 sammust). Slsteemi stabiilsuseks
on vajalik ja piisav, et kdik esimese veeru teglyidleksid Ghest vaiksemad; € 1).

NAIDE 5.3
Antud

Valemite 5.15 alusel saame

F(1)=1-1,1+0,4+0,2-0,2=0,3>0;

Testitabel avaldub kujul:

D(z)=z"-1,12°+0,42°+0,22-0,2

A1=-0,2

A3=0,4772

A2=-0,02083

-0,2
1

-0,02
0,96

0,4579
0,9596

0,5489
0,7411

0,2
-1,1

0,48
-1,06

-1,05
-1,05

0,7411
0,5489

0,4
0,4

-1,06
0,48

0,9596
0,4579

0
0

-1,1
0,2

0,96
-0,02

0
0

-0,2

o o

Kdik arvutatud suurused rahuldavad stabiilsuse aiiljcseega voib antud karaktervfrrandiga

susteemi lugeda stabiilseks.
Tegelikud siisteemi omavaartused on:
2,=-0,52=0,702319
5.2. OLEKUTRAJEKTOORIDE MEETOD

7,=-0,448840,60699

%13.4=0,75468

F(-1)=1+1,1+0,4-0,2-0,2=2,1>0;

|D(0) | =0,2<1.
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(STATE SPACE TRAJECTORY METHOD )

Olekutrajektooride meetod on ilmekas geomeetrilingés kirjeldada lineaarsete voi
mittelineaarsete susteemide vabaliikumise protsekdeiruumis tekkiva trajektoorina nulliste
sisendsignaalide korral. Geomeetriline olekuruugirteb teljestikule, millest iga telg vastab
Uhele olekumuutujale. Vonkumiste teooria alasegakiluses nimetatakse sellist ruumi ka
faasiruumiks, trajektoore aga faasitrajektooridéksjektooride kogumi alusel saab hdlpsasti
hinnata stabiilsust. Praktiliseks kasutamiseks anvad eeskatt kahemdotmeliste susteemide
tlesanded, mida saab kirjeldada olekutrajektooadagapinnal.

Vaatleme meetodi olemust ja pohiprobleeme lihtstetmeaarse suisteemi néitel. Olgu antud
susteemi mudel

X, =X,
. 2 5.16
X, =X =X

Kdigepealt selgitame valemi 5.1 alusel tasakaallfydin

%:o:xzzo
o A=(0| 0); B=(1|0).
dt2 =0=X,(1-X,)=0= %, =Q xg =1

Jargnevalt analliiisime protsesse tasakaalupunkteelises. Lineariseerime valemi 5.10 alusel
olekuvdrrandid 5.16 tasakaalupunkti A laheduses

AP
ox,  0X, N {xl}{o 1}{&} 517
a_f2:1_2>(x=0:1; 8_]‘2:0’ X, 1 0jx,

OX, ' 0X,

Lineariseeritud susteemi analtitiline lahend omaliiihtne:

A -1 11 1 -1
det =(r+D(A-1; e _1 e' +l e’
-1 A 211 1 21-1 1

Seda kill olekutrajektooride konstrueerimiseks s#tftevaja ei lahe.

Olekutrajektoorid on valjendatavad ristkoordinatklis % | x> funktsioonina ¥=f(x1) (vOi
vastupidi). Kéigepealt peame leidma v8imaluse
olekumuutujate omavahelise seose maaramiSsdteks
peab olekuvdrranditest elimineerima aja. Ofava
tootatud dldine meetod, mis tugineb teiseniduse

dx,
dx, _ dx, *dxl N dx, __dt 5183
dt  dx, dt dx, dx;

dt

Viimane valem valjendab sisuliselt olekutrajektderidiferentsiaalvorrandit, mille iga lahend
teatava algpunkti korral annab teatava olekuttapk

Tasakaalupunkti A lahikonnas saame 5.16 alusel
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dﬁ = X 5.19
dx, X,
See diferentsiaalvérrand on lahendatav vaheturegegnisega
2 2
X X
J‘xzdxzzjxldx1 = %:—;-FC = X, —X," =¢. 5.20

Nagu nahtub lahendist, on trajektoorideks kdikvdikua hiperboolsed jooned, kui anda
konstandilec, erinevaid vaartusi. Trajektooride moningane kogamnaidatud joonisel 5.3.
Tegelikult l&heb igast tasandi punktist labi mingajektoor. Saadud pilti nimetatakse
olekuportreeks (faasiportreeks). Tasakaalupunkkngedi koordinaatide alguses. Trajektoori
vOrrandeist on aeg elimineeritud, kusjuures iggkhetkele vastab kindel trajektooripunkt.
Praktikas pakub huvi aja muutumise suund piki kt@eri. Suuna maaramine on hdlpus, kui
l&ahtuda algsetest lineariseeritud olekuvorrandbiekt jargmiselt:

. dx
Kui x>0, = d_tl >0, seegat suurenedgssuureneb.

X,

Kui x; >0, = >0, seegat suurenedes suureneb.

Molemad jareldused on kooskdlalised, vdimaldadeskuitajektooridel néidata noolega aja
kasvu suunda.

Portreelt on ndha, et tasakaalupunkti suubuvad ueadts trajektoori (huperboolide
asumptoodid). Ajaliselt toimub see piirvaartusel « (trajektooril on see aga I6plik 16ik). Kuid
tasakaalupunktist valjub samuti kaks trajektoorillast voib kohe jareldada tasakaalupunkti
mittestabiilsuse (A-st valjunud kujutispunkt ei sagnam A-sse ). Ulejaanud olekutrajektoorid
voivad kill ajutiselt laheneda tasakaalupunktilejidk ei suubu sinna, vaid kaugenevad
IGpmatusse. Uldiselt kdik trajektoorid algavad gadvad kas tasakaalupunktis vdi I6pmatuses.
Kauged punktid aga ei paku siinkohal erilist hdwina lineariseerimine sailitab tapsuse vaid
tasakaalupunkti vahetus laheduses.

Teise tasakaalupunkti B Umbruses saame lineansisertulemusena

d dx
% z(xl_xlz)x=1+(1_2X)x=l(X1_]): 1-x, = _1:)(2 5.21
dt ><21:0 x::O dt
dx, C1-x,
dt
Jarelikult on trajektooride diferentsiaalvérrand
dXZ — ﬂ, 5.22
dx, X,
mida integreerides saame
2 2
J'xzdx2 :J'(l— X, )dx, :>X7l +%=xl+c 5.23

Vorrand vastab ringjoonteparvele, mille keskpunktnthutatud koordinaatide alguse suhtes ja
paikneb tasakaalupunktis. Analliusi lihtsustamidaksutatakse sageli muutujate teisendamise
votet. Valides trajektooride kirjeldamisel uued rtwjad nii, et koordinaatide algus paikneb
tasakaalupunktis, saame
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dz,
— =7
z,=%x,-1 dt 2 dz z
o = = 2=-1 = z’+z,%=c, 5.24
Z,=X, dz, __, dz, z,
dt !

Antud tasakaalupunkti Umber tekivad suletud ringiksed olekutrajektoorid, mis tdhendab
perioodiliste ajaliste protsesside teket.
Tdepoolest, lahendades olekuvdrrandid ajavalla

z,1 [0 1]z, ro-1] .,
= - det =1 +1
z,| |-1 0]z 1 A
1 O
M= Ay = e’“{

} [o 1} :
cost + sint  5.25
0 1 10

saame kinnituse varasemale vaditele.
Antud tasakaalupunkti puhul ei suubu Ukski trajektiasakaalupunkti ega valju sealt. Séltuvalt
alghetke punktist tekib perioodiline protsessitkeger algtingimusega maaratud kaugusel
tasakaalupunktist. Selline tasakaalupunkt on nstiegtootiliselt stabiilne, kusjuures
perioodilisus on ilmselt seotud sisteemi imagireteromavaartuste paariga. Tasakaaluoleku
Umbruses tekitab alghairitus hairitud liikumise,snaja suurenedes ei haabu, kuid ei lahe ka
kaugemale tasakaalupunktist, jdddes alghairinguggpynovi definitsioonise) maaratudos-
piirkonda (antud juhtumib=g).
Tulemusena naeme, et erinevad tasakaalupunktida@dolla hoopis erisuguse iseloomuga.
Sageli nimetatakse tasakaalupunkte ka singulaatiplekls. Termin on  parit
diferentsiaalvérrandite teooriast ning asjaolugt,tasakaalupunktide tingimused 5.1 alusel
tahendavad trajektoori diferentsiaalvérrandis mil&orda

dx, O

dx, O
s.0. maaramatust, mis kinnitab ka asjaolu, et Uksljektoor ei saa l&bida tasakaalupunkti
(labival trajektooril on suund olemas). Vaadeldudited kinnitavad, et trajektooride
topoloogilise iseloomu tasakaalupunkti lahikonnasddmvad lineariseeritud susteemi
omavaartused. Vastavalt uurimustele on teist jatlaieemidel neli tasakaalupunkti p&hitlupi:
1. S6Im— kaks reaalpoolust— stabiilne s6Im A, A2<0
(node) (Im\=0)  mitidstabiilne sdlm A4, 42 > 0

2. Fookus— komplekspooluste paar— stabiilne fookus Re< 0
(focus) Relr =0 mittestabiilne fookus Re>0

3. Sadulpunkt— kaks erimargilist— mittestabiilne
(saddle point)  reaalpoolust

4. Tsenter— imaginaarne pooluste- mitteasimptootiliselt
(center) paar stabiilne

Olekuportreede ttupilised kujud on naidatud jodrisg.
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Lineaarse susteemi tasakaalupunktide liigid

Mitme tasakaalupunktiga mittelineaarse susteenkuplertree on tasakaalupunktide laheduses
sarnane Uhega joonisel 5.5 naidatuist, muus osasndgiravad portree iseloomu susteemi
vorrandite isearasused.
Eelpool kasitletud mittelineaarse stisteemi (mudehid.6) olekutrajektooride dldine

diferentsiaalvérrand avaldub kujul

dx, _ X, - X, & 26
dx, X,

kusjuures olekuportreel on joonisel 5.6

naidatud kuju. Enamikul juhtudest ei ole

trajektooride diferentsiaalvérrand anallgélt

lahendatav, seeparast tuleb pohiliseks lugeda

lahendamist numbriliste meetoditega.
Valides alguspunkti, saame lahendamise tulemuseltests punktist jatkuva olekutrajektoori.
Kirjanduses tuuakse ka mitmesuguseid graafilisi tove®d, milliseid tuleb aga vananenuiks
lugeda. Joonisel 5.6 on paksema joonega esiletudstiéks trajektoor, mida nimetatakse
separatrissiks See on eraldusjoon topoloogiliselt erinevatekpmdade vahel. Seespool on
suletud olekutrajektoorid. Neile vastavad periasdid protsessid, mis on mitteasimptootiliselt
stabiilsed. Valjaspool separatrissi on trajektoonus algavad ja lI6pevad |6pmatuses, olles
seega mittestabiilsed. Nagu naha, ei saa mittelnseastisteemi puhul enam raékida stusteemi
stabiilsusest. Siin on teatud alguspunktide piire®) protsessid stabiilsed, teisal aga
mittestabiilsed. Keerukamal stisteemil voib eringyairkondi rohkemgi olla.

Joonisel 5.7 on néidatud veidi teistsuguse

mittelineaarse suisteemi

X, =X,

X, = =X, (1+X,)
olekuportree, millel on Uksainus tsentri tlup
tasakaalupunkt {(D)) ning sirgjooneline
separatriss ,%- 1. Loomulikult on vdimalikud
hoopis teistlaadi olekuportreega mittelineadr
susteemid.

Olgu néitena antud slisteem
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dx
d_tl =X, — X, (X5 +%,° 1)
dx

dt2 =X, = X, (X" +%,° =)

Keeruliste avaldiste t6ttu on siin otstarbeks ostklinaadid x ja X teisendada
polaarkoordinaatideks (pikkus) ja ® (nurk), lahtudes seostest

X .
p?=x"+x,° O= arctanx—z; X, =pCos®, X, =psin®
1
Siis saame mudeli

dp? 2 2 do
=2p°(1-p°); —=1 5.27
et (1-p7) o
Nendest seostest saame olekutrajektooride difeaaht8rrandi kujul
dpz 2 2
—=2p"(1- 5.28
1 P (1-p7)

Saadud vorrand on muutujate lahutamisega
integreeritav, kusjuures tulemuseks on
2 1
1-Ce™®

Siin vastab C=0 vaartusele ringjooneline

trajektoop=1;

& 0 korral on ilmselp<1 ning GO korralp>1.

® pusiva kasvu tottu ajas (vt. valem 5.27) tekivad
spiraalsed trajektoorid, mis ringjoonestl seespool laienevad, véljaspool ringjoont aga
koonduvad ringjoone poole, nagu nahtub portreanigel 5.8. H6lbus on né&ha, et mistahes
algpunktist lahtuv spiraalne trajektoor jouab 0g@udpuks asumptootiliselt ringjoonele.
Viimast joont nimetatakseiirtstkliks , tdpsemini stabiilseks piirtstikliks, mis kajastaérast
siirdeprotsessi sisteemis tekkivat pusivat vonkeemisni. Stabiilsus tuleneb asjaolust, et
piirtsiklist ei valju Ghtki spiraali. Susteemil oka tasakaalupunkt dGD), mis on aga
mittestabiilne (fookus). Piirtstklile vastavaid \imisreziime nimetataksisevonkumisteks
(autooscillations).
Eksisteerivad ka ststeemid, millel esineb nii skedid kui ka mittestabiilseid piirtstkleid.
Piirtstkli kuju vOib olla Upris mitmekesine, milkelvastavad ka erisuguse vonkumiskujuga
ajakdverad.

p 5.29

NAIDE 5.4

Kasitleme Uksikasjalikult osas 1.6.7 toodud mitteiarse tunneldiood-trigeri dinaamilisi
omadusi, konstrueerides olekuportree valitud tuhinedi karakteristikutest lahtudes. Aluseks
vOetud tunneldioodi U-I karakteristik on kdigepegbroksimeeritud jargneva poliinoomiga:

ig(Ug)=17,76Ug-103,79u¢°+229,62u4>-226,31u4*+83,72u4” 5.30

Vastav tuletispoliinoom on:
éﬂ =17,76-207,58u4+688,86U4°-905,24u4°+418,6u4" 5.31
ud

Muud dinaamilise mudeli parameetrid on: R=05bk C=2pF; L=hH.
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Tasakaalureziimid on hdlpsasti arvutatavad diinaamika vorrandeis@ fa 1.6.27:

di,

LE:UD —RiD —Ud
du .
d_tdZID —iy(uy)

vottes muutujate tuletised nulliks.

Teine vorrand kajastab pusireziimis

lihtsalt voolude vordsust pig,

kuna vool kondensaatoris puudub.
Esimesest vorrandist tuleneb seos

Ud:UD-RiD

Selle seose vasak pool on maaratud tunneldioodktenistikuga, parem pool on aga esitatav
samas teljestikus kaldsirgega, mille mééaravad dfgege @ ning valitud takistus R=1,%k
(joonisel taisjoonega esitatud kaldsirge vastagnsipingele g=1,2V). Kdik joonisel
margistatud punktid (@n viimasest vorrandist tulenevad véimalikud tasdikpunktid. Arutlus
naitab, et punktid Qs ja Q; on mittestabiilsed, Ulejaéanud aga stabiilsed @aalounktid.
Sisendpingel 1,2V saame kaks vfimalikku tasakaalkipuQs; (0,884V, 0,210mA) ja
(0,0626V, 0,757mA). Kui niud sisendpinget vahendaids stabiilsed tasakaalupunktid
nihkuvad vaiksemate voolude suunas, kuni jduanend@ngel 0,659V punktipaarini-Q
(0,513V, 0,0975mA), @(0,028V, 0,421mA), mille puhul protsess laheb haligelt stabiilsesse
punkti Q. Vastupidi, suurendades sisendpinget, jduamedyisegel 1,643V punktipaarini £
(0,149V, 0,996mA) ja @(0,942V, 0,468mA), kus toimub analoogiline hipsbstsesse punkti
Qs. Seega stabiilsed trigeri olekud paiknevad U-bkeeristiku tbusvates osades ning
sisendpinge muutumisel tekivad trigerile omasedbkiduure pingeerinevusega htipped. Vib
ka veenduda, et piisavalt vaikese takistuse R kedil trigeri reziim hoopis kaduda. Tegelikud
reziimid on piiratud veel tunneldioodile lubatavateirustega.

Olekuportree koostamisel voib lahtealuseks vétta olekutrajektovdrrandi

di, _ CU, .—RiD_ —Up) | 5 32

dup L(ip —i4)
mis arvestab ka induktiivseid ja mahtuvuslikke omsad
Arvutatud olekuportree konstantse sisendpingel RV korral on naidatud joonisel 5.10.
Portreest ilmneb selgesti tasakaaluoleky rttestabiilsus. Portreel on rasvase punktiiriga
naidatud ka protsessi separatriss. Separatrisgmheaa algpunkti korral protsessi edasine kulg
Uhte kahest stabiilsest tasakaaluolekust pole meteeritult mé&aratud. Ka protsesside
kulgemiskiirused ei selgu vahetult portreelt. Selleaatamata on olekuportree kullalt ilmekas.
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Kirjeldatud néaites on arvutused mahukad, kuna tldmedi keeruka iseloomuga
mittelineaarseid omadusi tuli aproksimeerida komggtet omava poltinoomiga. Polinoom ise
pdhineb eksperimentide abil leitud karakteristikeite

Mittelineaarsetes susteemides voOivad esineda karkbisiooninahtused, mis seoses
dinaamiliste protsessidega tdhendavad protsedsiomse &kilist kvalitativset muutumist
sisteemi teatava parameetri sujuval muutmisel. 8rxiaisse protsessi kvalitatiivset
teisendumist kajastab olekuportree topoloogia katilvne muutus mingi parameetri teatava
vaartuse puhul.
Susteemi olekuportree muutusi soltuvalt teata
parameetriv vaartustest illustreerib joonis 5.11.
Negatiivseé\ vaartuse korral on tegemist stabiilse
fookusega x{|x2)- koordinaadistiku algpunktis
(sumbuvad vonkumised)=0 puhul on
sumbuvusaste vahenenud nullini ning
tasakaalupunktil on tsentri iselock»0
korral esinevad pusiamplituudiga stabiilsed
isevonkumised ning koordinaatide alguspunktis
paikneb mittestabiilne fookus (analoogiliselt
joonisel 5.8 esitatule).
Erisuguseid bifurkatsioonivorme saab olla UprisjijpaNende |&hemat analtisi voib leida
erialakirjandusest. Bifurkatsioonindhtused on tdledseotud katastroofindhtustega (stabiilne
protsess muutub teatava parameetri vaga vaikestumise tulemusena mittestabiilseks).

Olekutrajektooride meetod on pdhimatteliselt ralaad ka kdrgemat jarku stisteemide
korral, kuid praktilisi portreid saab siisrjkidada
vaid tbelise paljumddtmelise portree

projektsioonidena. Et juba 4-ndat jarku sistee
puhul tuleks korraga analtiiisida 6 kahemdosneli
projektsioonitasandit, siis muutub analtiis eba
Ulevaatlikuks. Seepéarast rakendatakse kérgemat
jarku susteemide kirjeldamisel vaid tksikute,
IImekate projektsioonide fragmente.
Kujutuslikke raskusi illustreerib ilmekalt goisel
5.12 esitatud neljamddtmelise kuubi
kahemo6otmeline projektsioon. Killaltki raske on steda isegi kdiki kolmemddtmelisi
alamkuupe.
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Loomulikult on vdimalik mittelineaarses siisteemgnevaid protsesse arvutada ka sisteemi
matemaatilise mudeli alusaumbriliste meetoditega Raskused avalduvad eeskatt selles, et
maoningat tudpi protsessid voivad jddda hoopis nradta voi leitakse liiga ebatapselt.

5.3. SUSTEEMI JUHITAVUS ( SYSTEM CONTROLLABILITY)
Susteemi juhitavus kajastab sisendite toimet stistekekutele, andes vastuse probleemile, kas
sisendite abil on vdimalik viia slsteemi mistahe®witud olekusse. Seejuures ei tarvitse
saavutatud olek olla sisteemi pusiolek, millinekga@usima piiramatuks ajaks. Juhitavuse
Ulesanne on oluliselt erinev lineaarsete ja mitedarsete ststeemide korral. Kui lineaarses
suisteemis mingi olekumuutuja teatav véaartus onndite abil saavutatav, siis on ka selle
olekumuutuja mistahes muu vaartus saavutatav. IMetzarsel stisteemil ei tarvitse see nii olla.
Edasises kasitleme lineaarse stisteemi juhitavadeeami.
Lineaarse susteemi Uks olekumuutujaom juhitav, kui leiduvad sellised sisendsignaalid),
mis vOimaldavad selle oleku viia 16pliku aja jookssuvalisest algolekust;(®¥) soovitud
olekusse Xt). Kui susteemi kdik olekud on juhitavad, siismeitatakse ststeemi taielikult
juhitavaks.
Oige on ka jargmine definitsioon:
Susteem on taielikult juhitav, kui on véimalik valida sellised sisendsignaalid U(t),
mis vBimaldavad viia susteemi 10pliku aja kestel stalisest algolekust vektoriga X(0)
soovitud olekusse vektoriga X(t).
Taielikult samalaadilist definitsiooni saab sondatka diskreetaja siisteemide jaoks.

Juhitavuse tingimusi ongi hblpsam anallilisida detkja ststeemi jaoks. Selleks |&htume
olekuvdrrandite dldlahendist 4.0sa tekstis:

k-1
X[k] =F*X[0]+ >_F*“"GU[j]
=0
Lahendi vBime valjendada ka teisiti
X[k]-F*X[0] = F“*GU[ 0] + F**GU[]] +...+ FGU[k - 2+ GU[k - ]

Uk -1]]
Uk - 2] 533
X[k]-F*X[0]=[GFG,....F**GF*G]
U[1]
| o] |
et Lk Vi

Valemi vasakul poolel olev vektdr,.; on juhitavustlesande formuleerimisega tapselt atéér
vektor. Zn.k On parameetrite maatriksite kombinatsioonidesskoomaatriks ning vekt@y.,
hdlmab sisendite eri taktidele vastavad vektorichaliksil 2 on n rida (n on susteemi jark)
ning rk veergu, kusjuures see hulk on méaaratudhgisektorite arvuga (k takti) ning igal taktil
on sisendvektoril r komponenti.
Taielikuks juhitavuseks peab vektorvdorrandil 5.33

1= ZLnsrk Uks1 5.34
leiduma lahend. Seejuures Uldreeglina eileiutmaatriks (n ja rk ei saagi enamasti vorduda).
Paljude sisendtaktide olemasolul vdib lugeda, btikgingimus

rk>n 5.35
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sest prk korral pole stisteem 5.33 Uldse lahenduv. Lahemskisaavutamiseks on siis vaja
suurendada sisendtaktide arvu. Kui tingimus 518%aletud, SiiS2 n«rk
sisaldab liigseid veerge. Kui meil 6nnestub
maatriksist2 eemaldada liigsed veerud nii, et
allesjganud n veergu moodustavad pddratava
maatriksi 2, siis eemaldades vastavad read ka
vektoristz (vt.joonist 5.13), on allesjaav
maatriksvorrand lahenduv
¥=2%4 = %=2"7%,
kusjuures lahendina saame sellised sisendvektompkoentide vaartused, mis tagavad
susteemi jdudmise soovitud olekussgk]X Sageli on vbéimalik eemaldatavagl veerge jazz
ridu valida mitmeti. Juhitavuse omaduse seisukoluat tahtis lahendi olemasolu, selle
mitmesus pole oluline. Niiviisi taandub juhitavupeobleem kisimusele, kas maatriks
sisaldab n soltumatut veergu, s.o. alammaatrikisi,am pédratav (mittenullise determinandiga).
Niisugune Ulesanne on lineaaralgebras hasti tusgodes maatriksi astaku moistega. Maatriksil
on astak w, kui leidub vahemalt Gks w rea ja w ugarning mittenullise determinandiga
alammaatriks, kuid pole Uhtki w+1 jarku mittenudlisleterminandiga alammaatriksit. Inglise
keeles “astak” on “rank” ja seda kasutatakse sagtdiku simbolina (Rardk=w).
Nii oleme j6udnud susteemi juhitavuse kriteeriunkiajul

Rank[G, FG, EG, ..., %G, F"'G]=n 5.36
NAIDE 5.5
Antud siisteem: Maatrikgi komponendid on:
0O 5 O 0 -1 0O O 0O -5
F=-1 1 O G=/0 O FG=|{0 -1 F°G=| 0 -1
1 0 -3 -2 0 6 1 -18 -3

Seega vorrandstisteem 5.34 omab kuju

_ul[z]_
X, [K] x,J0]] o -1 0 0 0 -§ UZ[i]
x,[K]|-F*|x,[0]|=|0 0 0 -1 0 - 31%1]]

2
X4[K] X4[0] 2 0 6 1 -18 w,[0]
U,[0]
Astakut n tagavad alammaatriksid on naiteks:
1 0 O 0O 0 -5
dett0 -1 0 |=18; dett 0 -1 -3|=10 jne.
0O 1 -18 -2 1 -1

Seega on antud susteem taielikult juhitav.
NAIDE 5.6
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0O 1 1
Susteem: X[k +1] = { 1 }X[k] +{ 1}U[k] ; Susteem pole juhitav, kuna

1 -1
Rank[G, FG]=Rank{ 1 le

Maatriksi astaku maaramiseks on vaja leida suuamadotmetega mittenulline miinor
(alammaatriksi determinant). Suuremddtmelise mtpuhul voib osutuda igasuguste ridade
ja veergude kombinatsioonide labiproovimine liiga6rhahukaks. Astakute mé&éramise
sustemaatilised meetodid tuginevad maatriksite efgaarteisendustel, mis ei muuda astakut:
— maatriksi rea vOi veeru elementide korrutamineaamitenullise arvuga
(determinandi
vaartus muutub, astak mitte);
— maatriksi kahe rea vdi veeru vahetamine (detemmimauudab maérki, astak sailub);
— maatriksi reale voi veerule mingi arvu kordsedemsa voi veeru liitmine (determinant
ja astak sailivad).
Eesmargiks on nulliste elementide hulga suurendaniai sellega saab tekitada nullridu voi -
veerge, siis maksimaalsete miinorite otsing lihisns Tuleb aga arvestada, et
elementaarteisendustega voivad kaasneda ligikaudsusmardamisvead, mis vdivad tulemusi
moonutada.

NAIDE 5.7
a) Antud maatriks
0O 10 0 O -5 0O 10 0 0O -5 1 0 O
O 00 -1 0 -1l =10 00 -1 0 -1| = detf0O 0 -1|#0
-2 0 6 1 18 -3 -2 0 6 0 18 -4 0 6 O
lidame reale 3 rea 2 «__  limselton astak 3
1 2 4 2 1 2 4 2 1 2 4 2 1 2 4 2
2 3 1 3 0O -1 -7 -1 0O -1 -7 -1 o 1 -7 -1
b) = = = =
3 5 5 5 3 5 5 5 0O -1 -7 -1 o 1 -7 -1
3 4 -2 4 3 4 -2 4 3 4 -2 4 0O -2 -14 -2
1 2 4 2
0O -1 -7 -1
=
0O 0 0 O
0O 0 0 O

1) lahutame reast 2 kahekordse rea 1

2) lahutame reast 3 kolmekordse rea 1

3) lahutame reast 4 kolmekordse rea 1

4) lahutame reast 3 rea 2 ja reast 4 kahekords2 re

lImselt on astak 2.
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Pidevaja ststeemi juhitavustingimuse tuletaminen@nevorra keerukam, kuid tulemus on
taiesti analoogiline.
Lineaarne pidevaja ststeem on taielikult juhitav, kii on taidetud tingimus

Rank[B, AB, A®B, ..., A" B]=n. 5.37
Normaliseeritud olekuvdrrandite korral, kui susté@maatriks on diagonaalmaatriks, kehtib
jargmine kriteerium:
Normaliseeritud diagonaalse slUsteemimaatriksiga okeivorrandeid omava slsteemi
taieliku juhitavuse tingimuseks on nullridade puudumine sisenditemaatriksil B (voi G).

NAIDE 5.8
X, -1 0 0 x 2 0 y
X,|=10 =5 0]x,|+|-1 4L1}
X, 0 0 -3||x,|] |0 0]-?

Susteem on mittejuhitav nullrea tattu.

Olekugraafist on ilmekalt ndaha, et sisendibd ei

saa mojutada olekut x3 (see on mittejuhitemha

taielikult puuduvad péariteed sisenditest oksde

x3. Nii avaldubki olekugraafis B (v0i G) niidla.
Olekugraaf on ilmekaim vahend slisteemi osalisetgubse iseloomu tdpsustamiseks, kui
teisendame olekuvdrrandid eelnevalt diagonaalkujule

5.4. SUSTEEMI JALGITAVUS ( SYSTEM OBSERVABILITY)
Susteemi jalgitavusomaduse sisuks on slsteemi telelindlakstegemine sisend- ja
valjundmuutujate vaartuste kaudu. Analiiisime sddaatinet lineaarse diskreetaja sisteemi
olekuvdrrandite puhul.
Valjundvérranditest

Y[k]=CX[k]+DUIK]
selgub, et D=0 puhul, kui valjundmuutujate arv mwd@rdne olekute arvuga, s.0 m=n ning
valjundite maatriks on pddratav, s.o detdCsaame olekute vektori hdlpsasti leida

X[K] =C* Y[K] 5.38
Praktikas on aga viimane tingimus taidetud vagadiaseeparast ei ole kirjeldatud tulemusel
olulist tdhtsust.
Teistsuguse lahenduseni voib jduda, kui lahtudaawdiist, kus valjundite vektor on avaldatud
olekuvdrrandi lahendi kaudu (loeme D=0, mis on Bageletud).

k-1 )
Y[k]=CF*X[0] +>_ CF“" GUIj] 5.39
j=0
Siit on h8lbus naha, et olekute maaramiseks peaaenta (mddtma) nii sisendeid kui ka
valjundeid. Teisalt piisab Q] (algoleku) leidmisest, sest teades ka sisendaams jargnevad
olekud alati arvutada olekumudeli alusel. Valjereradutd vorrandi 5.39 teisiti

k-1 )
YIk]->| CF“" GU[j] = CF*X[0] 5.40
=0
saame voOrrandi, mille vasakul poolel sisalduvadilaituntud suurused Y ja U (kuiD, siis
lisandub sinna veel Uks tuntud liige). Paremal eboh otsitav X0]. Et X[0] vektoril on n
komponenti, vasaku poole resulteeriv vektor ageb v@nada vdhem komponente, siis on
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vajalikud taiendavad vorrandid. Nendeks saavad wbearandid 5.39 ja 5.40 erinevate k
vaartuste korral. See eeldab muidugi sisenditedjjuwdite registreerimist mitmel ajahetkel.
Maksimaalselt voime saada vorrandid

k=0 Y[0] = CX[0]

k=1 Y[1]-CGU[0] = CFX[0]

k=2 Y[2]-CFGU[0]-CGU[]  =CF?*X[0] 5.41
k=n-1 Y[n-1-> CF"*/GU[j] =CF"X[(]

Jatkata uute vorrandite moodustamist, vottes k=f, n. pole motet, kuna vorrand k=n ja kdik
jargnevad osutuvad lineaarselt sdltuvaiks eelmisis
Uhendades kdik avaldises 5.41 sisalduvad vorrainkédks sisteemiks, saame

© e

CF
% =| CF* |X[0] 5.42

mkx 1 mkxn 1

Siin % on koostatud vorrandite 5.41 vasakuid pooli Ghgadaektorina, milles sisalduvad U ja
Y on saadud mdoOtmiste tulemusena. Susteemi 5.48m@édrpoolel paiknev maatriks on
maaratud stisteemi mudeli parameetrite maatriksitdgd on vaja leida n komponenti vektoris
X[0], milleks piisab n sdltumatust vorrandist. Tegdlilan stisteemis 5.42 mk vdrrandit. Neist
vOib osa vélja jatta, eemaldades need?nkomponentidest kui ka parema poole maatriksi
ridadest (protsess on analoogiline osas 5.3 kajald). Tulemusena peab aga jarele jddma
pooratava maatriksiga vorrandististeem. Seega duiteleektori 0] leidmise eelduseks see,
et 5.42 parema poole maatriks sisaldab mittenulleterminandigasm alammaatriksi. See ongi
jalgitavuse matemaatiliseks tingimuseks.

Seega saame lineaarse sisteemi taieliku jalgitaingienuse esitada kujul

C

CF
Rank | CF? |=n 5.43

CF™*
Transponeerides maatriksi (see ei muuda maatrétskat), saame sama tingimuse avaldada
kujul

Rank [CT, F'CT, (F)'C’, ..., (F")'C")=n 5.44
Saadud tulemus on taiesti analoogiline varasem&esiis juhitavuse tingimusega 5.36. See on
teataval maaral ullatav, kuna sisuline eesméarkalakkkud mdddetud sisendite ja valjundite
alusel, on oluliselt erinev juhitavuse Ulesandasis
Sarnasuse tottu jadvad kehtima koik juhitavuse puhjeldatud astaku maéramise juhised.
Samuti osutub, et lineaarse pidevaja siusteemitadlgstingimus on analoogiliselt avaldatav
kujul

Rank [CT, A'CT, (A%)'CT, ..., (A"HC"]=n 5.45
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Ainsa lisaseosena tasub juhtida tdhelepanu linkegda valemile
(A")'=(A")" 5.46
S0. transponeerimise ja astendamise operatsioorkdrmmutatiivsed.
Jalgitavuse lihtsamaks maaramiseks on otstarbelsetiada olekuvorrandid normaliseeritud
kujule X (H)=AX(t)+BU(t) 5.47
Y (t)=CX(t)
Sel puhul osutub jalgitavuse kriteeriumiks tingimes C maatriksil normaliseeritud vorrandeis
ei tohi olla O-veerge.
Kasulik on seejuures kirjeldada normaliseeritudemimudelit olekugraafina.

NAIDE 5.9
-1 0 O 1
010
A=|0 -5 O B=|0 C=
0 2 3
0O 0 -3 2

Olekugraafist selgub, et xi ole jalgitav olek (samas, x
ei ole juhitav).

Naidetes 5.8 ja 5.9 toodud olekugraafidest on ikitek&ha, et mittejuhitava voi mittejalgitava
olekuga seotult tekib graafis isoleeritud (“rippuwiittepuutuv tuur. Arvutades graafi tlekannet
selgub, et selle tuuri Glekanne ilmub tegurinagnaafi determinandi kui ka lugeja avaldisse,
taandudes Ulekannetest vélja. Sisuliselt tahend&b (ke pooluse ja nulli véaljataandumist
Ulekannetest. Kuna normaliseeritud olekumudel on udeu mudelitega seotud
ekvivalentsiteisenduse kaudu, siis nulli ja pooluégataandumise efekt esineb sama sisteemi
mudeli mistahes esitusvormis.

Nii vOime konstateerida, et mingi uUksiku oleku mjtihitavus vOi mittejalgitavus kajastub
tlekandefunktsioonides teatava nulli ja poolusgat@hndumises ning tlekannete jark (pooluste
koguarv) on madalam olekumuutujate koguarvust.eSethdttes on osaliselt mittejuhitav voi
mittejalgitav slisteem ulekannete suhtes defektriekddded kajastavad ainuiiksi slsteemi
juhitavat ja jalgitavat osa.

Et diskreetaja susteemi parameetrid sOltuvad tegtilse T pikkusest, siis avaldab takti valik
moju nii juhitavusele kui ka jalgitavusele. Teatdslati T vaartuste korral taielik juhitavus voi
jalgitavus voib lakata olemast.

5.5. SUSTEEMIDE DUAALSUS (SYSTEM DUALITY).
Juhitavuse ja jalgitavuse kriteeriumide sarnasostel ton vOimalik konstrueerida sugulaslike
omadustega susteemimudelite paare:

X[k +1] = FX[k] + GU[K] X[k +1] = FTX[K] + CTU[K]

nx1 en nx1 nxr rxil nx1 mn  nx1 rxm mx1 5.48
Y[k] = CX[K] +DU[K] Y[k]=G"X[k]+D"UK]
mxX1l mXn nX1l mXr rx1 K1l ®n nX1 rXm mx1

Analoogiliselt saab moodustada pidevaja siUsteenglitadpaare. Paare iseloomustab see, et
Uhe susteemi juhitavusomadused on identsed tesseesii jalgitavusomadustega ja vastupidi.
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Mudelites on sisteemide
sisenditemaatriksid paarind <> C';
valjunditemaatriksid paarin@ <> G';
stisteemimaatriksid paarifia> F';
otsesidemaatriksid paaribe<> D'.
Niisuguseid slUsteemipaare nimetatakse duaalsetek&d on muuski sarnased. Nii on nell
Uhesugused stabiilsusomadused ja otsesidekarakigdtis
Duaalsusomadused pakuvad huvi mdningate juhtintessisde stinteesillesannete puhul.

5.6. SUSTEEMIDE DEKOMPOSITSIOONIOMADUSED
(SYSTEM DECOMPOSITION )
R. Kalman, keda loetakse stisteemide juhitavusilgatfavusomaduste esmakirjeldajaks (1960),
tootas valja ka Uldise lineaarsete slisteemide dpé&sitsiooniteooria. Ta néaitas, et iga stisteemi
olekumudelis saab eristada 5 iseseisvat plokkn{sisteemi).
Uldine siisteemi dekompositsiooni  plokkstrukiu pilt
on esitatud joonisel 5.16. Seda saab vaadeida
komprimeeritud olekugraafi, kus iga plokk halm
teatavat liiki olekutele vastavate tippude logid ning
jooned esitavad kaartekimpe, mis seovad sesdngh
valjundeid vastavate plokkidega.

Plokkide sisu on jargmine:

S, —juhitavad ja jalgitavad olekud (vekt®k);

S; —ainult juhitavad olekud (vektdx;);

S, —ainult jalgitavad olekud (vektot,);

S3 —mittejuhitavad ja mittejalgitavad olekud (vek®s);
D -otsesideplokk (selles olekutipud puuduvad).

Samale struktuurile vastav olekuvorrandite tldkepuargmine:

S A11 A12 A13 A 1| X1 Bl Xl
X 0 A, 0 A,lx,| |B X
2| _ 22 24 21, P2 |y Y = [0 C, 0 C4] 2+DU 5.49
X 0 0 Agi AgyllXs 0 X3
X4 0 0 A44 X4 0 X4

Iga maatriksplokk hdlmab parameetreid, mis kuuluyjadnisel 5.16 plokkidevahelistele
kaartekimpudele vdi plokisiseste tippude vahelistelartele (vt.joonist 5.16). Opetlik on piilida
veenduda, et kui moni maatriksi nullplokkidest klas mingi mittenullise elemendi, mis
tahendab graafis (joonis 5.16) uue kaare teket,sglle kaare algus- voi 16pptipp ei saa enam
paikneda senises plokis. Oleku juhitavus eeldaliggdolemasolu sisendist antud oleku tippu,
jalgitavus aga seostub pariteega olekutipust vdigse.

Dekompositsioonimudel demonstreerib ilmutatud kujolekumudeli suuremat Uldisust
vorreldes ulekandemudeliga. Nagu selgus osas B.4isteemi tUlekandeomadused méaéaratud
ainutksi juhitava ja jalgitava alamsusteemigani®g otsesideplokiga D. K&igi muude plokkide
tuuridest tulenevad slUsteemi poolused taanduvad. Ldsaks sellele ei saa sisendite abil viia
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plokkide S ja S olekuid olekuruumi mistahes punktidesse. Samwaaisisendite ja valjundite
abil maarata kindlaks;$a S olekuid. Kdige omaparasem on mittejuhitav ja madtgtav plokk

Sz, mis on sisendeist ja valjundeist taiesti isoleei Probleemiks aga on, et selles plokis
akumulatsioonidest vOi mittestabiilsusest tingifardtsessid saavad kanduda ka plokknig
suurte signaalivaartuste puhul vdivad tekitada uksgsteemis olukorra, kus stisteemi esialgne
lineaarne mudel ei osutu enam uldse adekvaatseks.

Kui analldsitav sisteem ei osutu sobivaks, siigbtudeda muuta taiendavate sisendite ja
valjundite loomisega. Nende otstarbekaks valikukgi @sialgse ststeemi dekompositsiooniline
analtus oluline.

Praktikas taheldatakse eriti majanduses nn. varjati pimedat majandussektorit, mis tsna
iimekalt illustreerib majandusststeemi varjatumaldkompositsiooniplokke. Muidugi on
majandusprotsessid harva lineaarsed, mis taiertdakamplitseerib juhitavus- ja
jalgitavusomadusi. Sellest tulenevaid isearasusi gimkohal voimalik kasitleda.

5.7. SUSTEEMIDE KOMPOSITSIOON ( SYSTEM COMPOSITION )

5.7.1. SISSEJUHATUSINTRODUCTION )

Susteemide kompositsiooni mdiste tdhendab keeruearsasteemimudelite moodustamist
lintsamate siisteemide kokkuiihendamise teel. Uhendatihendab enamasti seda, et erinevate
susteemide teatavad muutujad on samad vOi siis ustall uus muutuja, mis on nende
muutujate summa. Niisuguste tingimuste realiseamamisdltub muidugi konkreetsete
susteemide eriparast. Moningaid kompositsioonietdgimis pohinevad llekandemudelitel,
vaadeldi osades 24 ja 2.8, kusjuures reeglid Isadku signaaligraafide
kompositsiooniprintsiipidega loomulikul viisil. K&elevas osas vaatleme olekumudeliga
kirjeldatud osasusteemide thendusomadusi eleméht@duste puhul.

5.7.2. JARJESTIKUHENDUS $ERIESCOMPOSTION )
Eelkdige tuleb fikseerida thendustingimused. J@okid7 plokkskeemile vastavalt on
Uhendustingimuseks
Y.1=Uy (m1=r2), 5.50
mille puhul eeldatakse, et | susteemi valjtend
hulk on vdrdne Il siisteemi sisendite hulgaom
Uhendamine  toimub  vastavalt muutujate
jarjestusele vektorites (vektorite vordsus). Muugmihkudel tuleks vorrandeid eelkdige
teisendada voi ihendustingimused formuleerida kujul
Y|:PU||, 551
kus P on permutatsioonimaatriks, mis tdpsustabduskorra (permutatsioonimaatriksil on igas
reas ja veerus Uksainus Uhikuline element, muududid).
Teise pohitingimusena tuleb tdpsustada Uhendatsteestii muutujad: sisendite vektor U,
valjundite vektor Y ning olekute vektor X. Jarjéstnenduste korral ilmselt
U:U||, Y:Y||. 5.52
Olekuvektori maaramiseks ja muude Uhendusomadefgaasniseks on otstarbekas kirjeldada
osaslisteeme ja Uhendamisseoseid olekugraafidelabilisel 5.18 on Ghendatud osastisteemid
esitatud komprimeeritud olekugraafina,
kus ringid tahistavad Uksikutele vektoritele
vastavaid tipuhulki. Need on (dhendatud
kaartekimpudena, mille tlekanded vastavad
olekumudeli parameetrite maatriksitele. UhendudploR realiseerib ihendustingimust 5.51
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(erijjuhuna 5.50) ning sisaldab Ghikulise tUlekandegmrte hulga, mis Uhendavad vastavaid tippe
(Uhendusmaatriksiks on tingimusel 5.50 Uhikmaatigs Graafilt on selgelt ndha, et tkski
olekumuutuja Uhendamisel ei kao, seega Uhendatsikesiii olekuvektor X on véljendatav

plokkmaatriksina
X
X= 5.53
XII

Seejuures kaartekimpudesty Ba G tekivad uued kaared Xa X; vahele. Tulemusena
omandavad Uhendatud susteemi olekuvérrandid kuju

d_x{ A O}X+{B'}U; v=[0 c,]x. 5.54

dt |B,C, A, 0
Sama tulemuse vOib saada kummagi osasilsteemi dérdaalgebralisel teel Uhendades, kui
oleme selgitanud, milliseks kujuneb dldine olekueek Graafimudel on mugavam eriti
juhtumil, kui Uhendatavate vektorite komponentidédghd pole vdrdsed. Siis Uhendamata
jaanud tippudest moodustuvad kas taiendavad stbeidivaljundid ja seega Uhendsilsteemi
sisend- ja véljundvektorid vbivad moodustuda kearodl viisil.
Uhendsiisteemi mudelist 5.54 on vdimalik selgitatenidsiisteemi Gldisi omadusi.
Stabiilsus on maaratud Ghendsusteemi omavéaartustegast

det[sE - A]=0

mis avaldub seosena

E 0] [A O SE-A, 0
det[sE—-A]=det|s - = det .
0 E B,.C, A, -B,C, SsSE-A,

Maatriksalgebrast on teada valemid plokkmaatrikgi@rdmaatriksite ja determinantide
arvutamiseks

M 07" M 0 M Q" [M*+GAF -GA™
- = , 5.55
P N -N'PM* N P N ~AF A
kus A=N-PM™Q
G=M"Q
F=PM™
ning
M 0
det =detM -detN 5.56
P N

Neist jareldub, et
det[sE - A] = det[sE - A,]-det[sE-A,]. 5.57
Seega on Uhendatud sisteemi omavaartusteks kunosasgfisteemi omavaartuste thendatud

kogum. Seegéahendsiisteemi stabiilsus eeldab kummagi osasusteestabiilsust
Juhitavuse analtusiks voib saada 5.37 alusel kiitee

BI AIBI AIZBI

O BIIC:IBI BIIC:I'A‘IBI + AIIBIICIBI
millest ndhtub hdlpsasti, et esimene alamsisteai pkema juhitav, teise suhtes on aga seosed
keerukamad, kuna arvestada tuleb kummagi osastistessausi.

Rank[ 5.58

Arvutades Uhendslsteemi Ulekandefunktsioonide itkagtsaame
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SE-A, o 1781 R .
#©=[0 Cu{_B”Cl SE—AJ {0}—Cu GE-A,)"B,-C,6E-A|)"B, 5.59

‘W”(S) ‘gﬂ(S)
Osutub, efjarjestikku Gihendatud siisteemi tlekandefunktsiooni@ maatriks #(s) on vordne
osasusteemide Ulekandefunktsioonide maatriksite koutisega. Seos Uldistab Uhe sisendi ja
Uhe véljundiga osasuisteemide jarjestikiihenduses jitkid valemit.

5.7.3. PARALLEELUHENDUS PARALLEL COMPOSTION).
Uhendustingimused on

u=u=U,, my=my, 5.60
Y=Y +Y), n=n.
lImselt on Uldine olekuvektor avaldatav
X
x{ '} 5.61
XII
Analoogiliselt eelkirjeldatud metoodikale saame jessdlada Uhendsitsteemi olekuvdrrandid
avaldisena
dXx A O B,
—= + U Y= X 5.62
wls L 5 ol

Jarelikult on kogusisteemi stabiilsuseks vajalik kummagi osasiugmi stabiilsus Sama
kehtib nii juhitavuse kui ka jalgitavuse suhtes.
Arvutades kogususteemi tlekandefunktsioonide mesatsaame

SE - A, 0 778, .

#(s)=[C, C,] 0 sE-A | |B, =C,(SE-A)) "B, +C,(SE-A,)B, 5.63
#1(S) #2(S)

Seega jaab siin kehtima reegel:

Paralleelselt Uhendatud siUsteemide Ulekannetemadts on vOrdne osaslsteemide

ulekannetemaatriksite summaga.

5.7.4. TAGASISIDEUHENDUS FEEDBACK COMPOSITION ).
Siin kehtivad Uhendustingimused
U=U+Y, n=m,=r

Y =Y, m,=r,=m
Olekuvektor on

X
X :{ '} 5.65
XII

5.64

Olekuvdrrandid antud Uhendusele avalduvad kujul

A, C,B B
X | A B P Yy=[c, 0]X. 5.66
dt B.C, A 0

Saadud olekuvodrrandite analtts on oluliselt keseuli. KGigepealt voivad antud kogusiisteemi
omavaartused taielikult erineda kummagi osasUstemmavaartustest. Seejuures soOltub see
kummagi osasisteemi omadusist, nagu ndhtub omast&udrrandist
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sE-A, -C,B,
det = =0 5.67
_BIICI SE - Au

Sama keerukaks kujuneb juhitavuse ja jalgitavuselU@is, aga ka ulekandefunktsioonide
maatriksi omaduste prognoosimine. Seeparast paigitai Gldavaldistel erilist motet.

Tuleb rbhutada, et tagasisidelhenduse voOimel tekitdebgusisteemile teistsuguseid
omavaartusi on poéhimdbtteline tahtsus. Kui naitekasasteemi (plokid AB,, C) dinaamilised
omadused meid ei rahulda (naiteks sisteem on talbiése), siis ei pea me hakkama stisteemi
ennast “remontima”, vaid (Uhendades kilge vastayatinisele 5.20 téiendava sobiva
osaslisteemi, vdime saavutada koguslUsteemile soboraddused. Seda vOib lugeda
susteemiteooria ja -tehnika Uheks olulisimatesenuisist. Mingis mottes kinnitab see ka
printsiipi, et keerukas susteemis on vdimalikud dosed, mida lihtsamates ei dnnestu
realiseerida.

Valjendades tagasisidelhenduse eripara olekugedafiomase terminoloogia kaudu vdime

Oelda, et tagasisidetihendus loob siisteemis taiamtauletud tuure, mis teatavasti muudavad
susteemi determinanti ja sellega ka omavaartusig®&eaab ststeemide dinaamilisi omadusi
oluliselt muuta, tekitades slsteemis sobivate owsiada orienteeritud tuure. Seejuures
muutuvad kdik stisteemi tlekanded.

5.7.5. SEGAUHENDUSEDMIXED COMPOS TIONS)

Vaga sageli on Uhendamisviisid palju keerukamadméties osi sisendite ja valjundite
vektoritest. Sellistel puhkudel on Uhendustingireugd sisteemi Uhendmudeli algebraline
kirjeldamine liiga kohmakas. Samas on selliste dnexiiside realiseerimist ja Uhendmudeli
moodustamist holbus kirjeldada olekugraafide abbatleme otstarbekat metodoloogiat
konkreetse néite baasil.

NAIDE 5.10

Uhendatavad stisteemid:
Slsteem A Silsteem B

x, 1 o5 2 07[x] [5 -1

, u, X, | [-8 91[x,] [-1 0]fu,
X, =] 0 -4 5||x,|+|2 O = +
« 0 -4 -3 3 1 u, X, -6 -2]||xs| [2 6]u,

3 X3
X, _
yl_—205x Ya| [ 1 |X,
y,| |0 3 12| ? Y.l |0 =3[ x
X, -
Uhendamistingimused: 38y, Wb=Y4

Uhendamist kirjeldav signaaligraaf on esitatud jeeh5.21.
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Uhendamistingimused on graafis kirjeldatud tippgauy ning W ja y4 siduvate graafi kaartega,
mille Ulekanded on 1. Nendest kaartest tekivad upédteed (kaarte jadad) kummagi
osasusteemi olekutippude vahele. Nende po6hjal dpubdeida tUhendsiisteemi olekumudel
kujul

x,] 05 2 0 0 37x][5 0 X,
5, |0 -4 5 0 oflx,| |2 o X,

. u, A -2 05 0 O
X;/=10 -4 -3 0 -3|%|+/3 O = X3

. u| [y,| |0 00 =5 1

x,| |0 -3 -12 -8 9|x,| |0 -10 X,
%] |0 6 24 -6 -2|x;| [0 26 X, |
Saadud stisteemi karaktervérrand ors>+17,5s"+212,55°+15025°+2318s+809=0 ja

sellest tulenevalt on stisteem stabiilne. Samaghandatavatest siisteemidest A mittestabiilne
ja B stabiilne. Muutuste pdhjuseks on uute tuutelee Ghendamisel, nagu see selgelt nahtub
jooniselt 5.21.



