3-1

3. LINEAARSE PIDEVAJA SUSTEEMI OLEKUMUDEL
(STATE MODEL OF LINEAR CONTINUOUS-TIME SYSTEM)

3.1. OLEKUMUDELI ISEARASUSED ( MAIN FEATURES OF STATE MODEL)
Olekumudeli pdhierinevus tlekandemudelist avaldedavasti (vt.p.1.7.2) selles, et mudeli
olekumuutujate kogum arvestab kdikvoimalikke susliseseseid akumulatsioonimaarasid igal
ajahetkel ning viimaldab seetdttu téielikult analdé vastavat stisteemi mistahes olukorras ja
seejuures meelevaldsest ajahetkgsalates. Teisalt on mudel suurema hulga muutujate |
parameetrite tottu monevdrra keerukam. Lineaarstesihi matemaatiline olekumudel ol
esitatud osas 1.7.2 kujul

% X(®)=A()X(t)+B(H)U(t) 3.1

Y(0)=C)X(H)+DOU(H) 3.2

Vektorvorrandite parameetermaatriksite A(t), B@Jf) ja D(t) elemendid vbivad sdltuda ajast,
rikkumata lineaarsusomadusi. Sel puhul nimetataiss#eemimittestatsionaarseks Samas
tahendab mistahes parameetri sdltuvus mingist masity(t), ym(t) voi w(t) otsekohe sisteemi
mittelineaarsust.

Soovides mudeli abil analtitisida stisteemi protsesisis valjendavad muutujate kooskodlalised
ajalised muutused, peame eelkdige teadma koigndimseutujate vaartusi (vektorit U(t)) igal
ajahetkel alghetkesg tlates. Samuti peab teadma kdigi olekumuutujadetwsi alghetkel, s.o.
vektorit X(tp). Mittestatsionaarses susteemis peame veel teasiisteemimudeli kaigi
parameetrite muutumise ajafunktsioone ajaskaalas, on Uhine nii muutujaile kui ka
parameetritele.

3.2. OLEKUVORRANDITE LAHENDAMINE
SOLUTION OF SYSTEM STATE EQUATIONY

3.2.1. HOMOGEENNE VORRAND

SOLUTION OF THE HOMOGENEOUS EQUATION)
Susteemi protsesside analliis eeldab olekumudelrandite lahendamist eelloetletud
tingimusil. Tegelikult piisab vektorvorrandi 3.1hkendamisest olekuvektori X(t) suhtes, sest
viimast teades on valjundmuutujad Y(t) hdlpsastutatavad.

Alustuseks on otstarbekas lahendada vektorvorrahdi® homogeensekujul, mis tahendab
tingimuse U(t)=0 rahuldatust.

Sel puhul on vérrandi
d
at X(t)=A()X(t) 3.3
lahendit otstarbekas otsida kujul
X(t)=d(t,t0) X(to) 3.4

mis vdimaldab arvutada mistahes X(t) vaartusi tmggel Ht,. Vorrandis 3.4 esinevat
maatriksfunktsioonid(t,ty) nimetataksenlekusiirdefunktsiooniks, kuna vorrandi 3.4 kohaselt
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d(t,to) teisendab oleku X{f olekuks X(t). Seeparast on loomulik, et olekwgiunktsioon
sOltub kahest ajamuutujast t ja Bamas ei saad(ttp) olla teatava slsteemi korral ka
meelevaldne, sest allub jargnevalt kirjeldatavagimusile.

Leiame avaldise 3.4 tuletise

%X(t): %CD(t,to)X(to) (kuna X(b) on konstant)

Koos valemiga 3.3 saame

% D (t,to) X (o) =AQ) D (t,to) X (to)

millest jareldub esimene tingimus

% D(t, to)=A)D(t,to) 3.5

See tdhendab, et olekusiirdemaatriks peab rahuldédstaemi homogeenset olekuvorrandit 3.3.

Usna kerge on leida veel teisi olekusiirdefunktsicmulisi omadusi:

D (to,to)=E (Uhikmaatriks) 3.6
D(t2,t0)=D(t2,t1)P(t1,10) 3.7
O (to,t1)=D(t1, 1) 3.8

Esimene omadus tuleneb otse vorrandist 3.4. Teisedose saame, kui vaatleme
olekusiirdefunktsioone kahel jarjestikusel ajaldif¢iy, t1] ja (k,t2], samuti nende ajaldikude
dhendil (b, ti1]+(t1,t2]=(to, t2]. Kolmas seos tuleneb teisest juhtumits Viimasest selgub
Uhtlasi, et kdik maatriksid(t,,t;) on p6oratavad ja seega dgt,,t;) = O.

On voimalik tdestada, et igale susteemile susteetinksiga A(t) vastab Uheselt mé&aratud
olekusiirdemaatriksite hulk, maaratuna kdikvoimali&jaintervallide ulatuses. Seega susteemi
homogeense vorrandi lahend kujul 3.4 sisaldab sistéheselt méarava maatriksfunktsiooni
D(t,1o).

Samas aga osutub olekusiirdefunktsio®d(i,t) arvutamine antud siisteemimaatriksi A(t) alusel
vaga keeruliseks voi koguni analtttilisel kujul m@tuks (nagu kinnitab diferentsiaalvorrandite
teooria). Koik sbltub parameetrite ajalise soltweviseloomust.

Tulemusena vOib 6elda, et mittestatsionaarse Imeasilsteemi olekuvdrrandite analltilise
lahendamise asemel on otstarbekas kasutada nuwnbridiferentsiaalvérrandite
lahendusmeetodeid, olgugi et nende abil on markskem selgitada siisteemile omaste
protsesside Uldist laadi eriparasusi.

3.2.2. STATSIONAARSE SUSTEEMI HOMOGEENSE VORRANDAHENDAMINE
(SOLUTION OF STATS ONARY HOMOGENEOUS EQUATIONS)

Statsionaarse susteempohitunnuseks on kdigi tema parameetrite konsianggas. Seetottu

voime saarase sutsteemi anallusil mistahes ajakétke ajaskaala nullhetkeks. Tulemusena

osutub olekusiirdefunktsioomb(t) Uhe ajamuutuja funktsiooniks. Seejuures rahuldx(t)

endiselt tingimusi 3.5 kuni 3.8, kuid natd kujul

%CD(t):ACD(t), D (tr+1,) =D (1) (L), 3.9
®(0)=E, D(t)= O(-t)

Osutub, et kdiki neid tingimusi rahuldabaatrikseksponente™, mida saab esitada tavalisele
eksponentfunktsioonile analoogilise mistahes reaalide t korral koonduva maatriks-
astmereana
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2 k

3
eAt:E+At+A2t_+A3t_+...+Akt_+... 3.10
2 6 k!

Rea abil on hdlbus kontrollida, et valemeile 3.8taaalt kehtib
E eAtZA eAt. eAOZE. eA(t1+t2) — eAtl eAtz. e—Atz(eAt)-l
dt H H ]

Tulemusena avaldub lineaarse ja statsionaarseesiist@ekuvdrrandite 3.3 lahend U(t)=0
korral kujul

x(t)= e*'X(0) 3.11
seega ajaliste protsesside iseloomu maaravad ekshonktsiooni omadused.

3.2.3. TERVIKLIKU OLEKUVORRANDI LAHENDAMINE
(SOLUTION OF COMPLETE STATE EQUATIONS)
Lihtsaim tee lahendi leidmiseks kasutab Laplaaa$dndust. Et vektori kujutist on loomulik

defineerida vektori komponentide kujutistest moddiusl vektorina, siis ilmselt kehtivad
seosed

X, (1) O]
X(t)= X, (M) L X(s) = X,(S) |
X, (1) X, (S)
Xl(t) Xl(S) Xl(o)
IXO) X, (M) L X,(8)| | %,(0)
a——= «———S -

aga = sX(s)-X(0) 3.12

X, (1) X,(8)| | %.(0)
Toodud seoseid rakendades saame luua vastavuse

% =AX(1)+BU(t) 3.13

T T T

sX(s)-X(0)=AX(s)+BU(s)
millest teisendamisega jduame avaldiseni

X(s)=(SE-A) "X (0)+(SE-A)* BU(s) 3.14
Vorreldes nuud valemeid 3.11 ja 3.14 (tingimuse$)B0), vbime leida maatrikseksponendi

Laplace’i kujutise
€'« (sE-A)? 3.15

NAIDE 3.1
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Antud

18 -8 s-18 8 ) 1 sS+26 -8
A= =sE-A= =>(E-A) " =—————

60 -26 -60 s+ 26 (s+2)(s+6)| 60 s-18

det(SE-A)=s*+8s+12=(s+2)(5+6)

. &—ZI _ $_6t; _ %—ZI + k—ﬁt 6 -2 ot -5 2 6t
Tulemus: g'= = e 4 e
1&—2t _1%—&; _ %—Zt + &—Gt 15 _5 _15 6

Naitest iimneb, et maatrikseksponent valjendub ehsptfunktsioonide
lineaarkombinatsioonina igas maatriksi elemendiksp@nentide astmenéitajate tegurid
osutuvad seejuures (sE-A)elementide poolusteks (nimetaja poliinoomi nullkdieks).
Viimased on aga vorrandi

det(sE-A)=0 3.16
lahendid, mida maatriksarvutuses nimetatakse nkaafkiomavaartusteks

Seega iseloomustavad maatrikseksponentfunktsio@padist kulgu nimelt sisteemimaatriksi A
omavaartused. See on keskse tdhtsusega jareldisekda

Nuud vdoime asuda operaatorkujutise 3.14 teisdtenbie vastava originaali selgitamisele. See
lige koosneb operaatorkujutiste korrutisest, kusps nende vahel on konstantne maatriks B.
Viimast ei saa eemaldada, kuna maatriksite korrptke kommutatiivne, kuid konstandid
uldiselt ei sega tleminekut originaalile. Originaal valjendub iimselt
konvolutsiooniintegraalina

t t
GE-A)BU @)« j e"BU(t —1)dk = j e*IBU(1)de 3.17
0 0
mis on esitatav kahel ekvivalentsel viisil.

Tulemusena olemegi saanlirtkaarse statsionaarse susteemi olekuvérrand.1kogulahendi
analtdtilises vormis

t
X(t) = e*X(0) + [ e IBU(r)dr 3.18
________ 0 o
nullsisendi nulloleku
. komponent komponent
(zero-input response) (zero-state response)

Olekuvdrrandi kogulahendis on tahelepanuvéaarsedkes lsbutumine kaheks iseseisvaks osaks.
Uks sdltub algolekust, kusjuures selle arvutamisiib lahtuda tingimusest U(t)=0, millest
tuleneb ka komponendi levinud nimetuslisisendi komponent (zero-input response). Teine
komponent valjendab sdltuvust sisendsignaalist jd(feejuures voib eeldada nullist algolekut,
millest ka nimetus nulloleku komponent (zero-state response). Sisuliselt kajastab
komponentide eraldatus lineaarse susteemi adisorsadust (vt. osa 2.2).
Olekuvektorit X(t) vbib ka tblgendada kui teatavgeomeetrilist punkti n-mddtmelises
olekuruumis (n on sdsteemi jark, samuti sisteerakuik hulk). Aja muutumisel vektori
komponendid muutuvad ja seega muutub ka punkti dasesmumis. Niiviisi saame
olekutrajektoori, mille igale punktile vastab teatajahetk, kusjuures algpunktiks oli ¥t
Ainutksi nullsisendi v6i nulloleku komponendi
muutumine tekitab uue trajektoori. Kdigi nend
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seoseid ja suhteid ilmestab trajektoorildikud
diagramm joonisel 3.1. See nditab, kuidas
lahendi komponentide teatavas jarjestuses
arvutamisega saab kogutrajektoori konstrdeeri
komponenttrajektooride kombinatsioonina.

Olles leidnud olekumuutujate ajalise soltevus
avaldise (olekuvdrrandi lahendi), on lihtne

vastav avaldis valjundmuutujaile saada valdri
alusel

t
Y(t) = Ce™X(0) + C[ e IBU(r)dt + DU(Y). 3.19
0

Et statsionaarsel stisteemil on C ja D konstantsadtnksid, siis erinevad valjundmuutujad
olekumuutujaist nii nullsisendi kui ka nulloleku kponentides ning 80 korral ka lisaliikme
poolest, mida nimetatakseotsesidekomponendiks sest see kajastab sisendsignaali
otselilekannet valjundisse. Seega ei pohjusta \ditjunitujate arvutus oluliselt uusi probleeme.
Kdigi komponentide arvutamise pdhiprobleemiks j#éda maatrikseksponentide arvutamine,
milleks on valja to6tatud mitmeid konkureerivaidetmdeid.

3.3. MAATRIKSEKSPONENDI ARVUTAMISMEETODID
(METHODS OF MATRIX-EXPONENTIAL FUNCTION'S CALCULATION)

3.3.1. ASTMEREA MEETOD

(MATRIX POWER SERIESMETHOD )
Holpsasti realiseeritavaks maatrikseksponendi nilisdrarvutuse meetodiks on astmerea
kasutamine vastavalt valemile 3.10. Nagu Oeldudynkab rida iga I6pliku t korral, kuid
seejuures vOib koonduvuskiirus tugevasti muutudaenedes aja t kasvades. Koonduvuskiirus
sOltub ka maatriksi A omadustest. Tulemuseks vomléad vajalikud sajad vdi enamgi lilkkmed,
mistdttu meetod on mugav vaid arvutis. Raskuseksumnbrilised probleemid, sest naiteks osa
rea liikmeid vBib osutuda vastasmargiliseks ningetiaste suuruste lahutamisel vdib viga
suureks osutuda. Numbriliste vigade tekkevdimalusiraske avastada ja hinnata. Meetodi
heaks kiljeks on see, et pole vaja tunda tdiendééatahtu vajavaid maatriksi omavaartusi.

3.3.2. LAPLACE'l| TEISENDUSE KASUTAMINE

(LAPLACE TRANSFORM METHOD )
Meetodi aluseks on valem 3.15, mille kasutamisistieerib naide 3.1. Tiulikam on kujutiselt
originaalile Gleminek, eriti kordsete pooluste kbriOn loodud algoritme, mis on numbriliselt
realiseeritavad (mitte kill vaga lihtsalt). Algonides sisaldub ka omavaartuste leidmine.

3.3.3. SPEKTRAALLAHUTUSE MEETOD (SYLVESTER-LAGRANGKALEM)

(MATRIX SPECTRAL EXPANSION METHOD )
Meetod on olemuselt Uldisem ja koélbab igasugusteatnkafunktsioonide arvutamiseks.
Seejuures tuginetakse argumentmaatriksi A omavgtartatruktuurile, mida nimetataksegi
maatriksi spektriks.
Mittekordsete omavaartustega maatriksi A korral on maatriksfunktsioon (naiteks™)e
avaldatav valemiga

f(A)=> f(h)Z,,  nait. e =) 7, 3.20
= E
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Valemi kohaselt on maatriksfunktsioon kirjeldatasmponentmaatriksitega liikmetg; ™"
summana, kusjuures iga komponentmaatfiksastab teatavale omavaartusele ja on korrutatud

skalaarfunktsiooniga e*', mille argumendi vé&artuseks on vastav omavaartus.
Komponentmaatriksite arv on vordne maatriksiteygegja neid saab arvutada valemiga

n

[T(A-%kE)

Zig = k;l— 3.21

[TGd—2k)

k=1 ki
NAIDE 3.2.

24 -8 20 -8
18 -8 60 -2 6 -2 60 -2 -5 2
Antud: A= : y=———"-—--= Z,, =——==
60 -26 feo -2—-(-6) 15 -5 —-6-(-2) -15 6

1—" 2=

Omavaartused leiti naites 3.1.: -2 ja -6

6 -2 -5 2
Tulemus: et = e+ e ™
15 -5 -15 6

Naite tulemus on ilmselt identne varasema néaitéuBeinusega. Maatriksi kérgema jargu puhul
arvutuste keerukus kasvab, sest Zvaldised sisaldavad maatriksite korrutisi. Samas o
protseduurid standardsete operatsioonide jadanavaliglgoritmitavad.

Spektraallahutuse meetod sisaldab ka komponentksggr arvutustulemuste kontrolli-
vOimalusi. Selleks saab kasutada seoseid samaiksaatinevate komponentmaatriksite vahel,
mida kirjeldavad valemid

>z,=E 3.22
i=1

Z%1=Z4 (idempotentsuse omadus) 3.23
Zi1-Z1=0 (ortogonaalsus 3.24

Nende kasutamine kontrolliks on praktikas Gisnanéht
Monevorra keerukamaks osutub arvutus siis, kuieldfaatriksil A on kordsed omavaartused.
Sel puhul analoogilised valemid on

f(A)=zzf(jfl)(7vi)Zu 3.25
i=1 j=1
nm j-1 nm
! dj i _
ARSI j_l(e“)\x:ki Zj=3 >t 1e“Zij 3.26
i=1j=10% i=1j=1
1 i— 1
. W= e S S Y W =
le = (j—l)!(A ME)Y TZp = j—l(A 7¥|E)Z|,j—1 3.27
ZivZin=Zi 3.28

Zip-Zi=0, | 3.29
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Zi=0, r>m;i 3.30

Valemeis tahistab nomavaartuse\; kordsust,n aga erinevate omavaartuste arvu. Simbol
01 tahistab funktsiooni j-1 jarku tuletist. Valemitesleneb, et iga kordse omavéaartuse puhul
tekib funktsiooni avaldises imiiget erineva komponentmaatriksigg; Zj=1...m), kusjuures
valem 3.27 annab reegli nende arvutamiseks, kupiZ valemi 3.21 alusel juba leitud. Samuti
on naha, et eksponentfunktsiooni lahutusavaldis@8 alusel sisaldavad lisaks tegurié'
aega t taiendava tegurina vastavas astilesTasub aga kohe rdhutada, et tegtitielt'
piirvaartus t piiramatul kasvamisel on ikkagi nukui A; on negativne vOi negatiivse
reaalosaga.

3.4. SIIRDEPROTSESSIDE ANALUUS (PROCESS TRANSIENT ANALYSIS.

NAIDE 3.3
Antud sisteem:
yi| |0 2| x1
yo | [21 -8 x2

X1| [18 -8 X1 . 7 ()
xp | |60 —26|/x2| |18
Sisendsignaali(t)=5*1(t)
1
Algolek: X[0] = L}

6 -2 -5 2
Maatrikseksponent: e* = e’ + e™ (arvutamine vt naide 3.2)
15 -5 -15 6

Olekuvorrandite lahend:

t
N e R
0

t — t
4| _ -3 _ 6| _ 1) _
= e=2t e Bty e ZtIeZTSdr+ e 6tje6r5dr
10 -9 15 3
___________ 0 - 0
{
15 .. [0833
+ 1 )+ 1-e™)
375 2,5
nullsisendi komponent nulloleku komponent

15833 11 | _ 3833| _
X(t) = > - e 2t _ et
40 275 -115
piisiseisund
t—w
Kommentaarid:

— nullsisendi komponent sdltub ainuliksi sisteemidustest ning negatiivsete reaalpooluste
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korral muutub aja piiramatul kasvamisel astumgitiselt nulliks. Seda vdib tdlgendada
nahtusena, et stisteem “unustab” algoleku. Umistgihtus puudub, kui stisteemil on nul-
line omavaartus;

— nulloleku komponent sdltub nii sisteemi omaduaistka sisendsignaalidest. Mittehdabuva-
te sisendsignaalide korral jAdvad need ajarpatal kasvul prevaleerima ja maaravad ara
susteemi pusireziimi (-seisundi). Antud juhuhktantne sisendsignaal tekitab mittevonkuva
pusiseisundi;

— siirdereziimi kestus (aeg alghetkest pusiseispraktilise tekkeni) on mé&ératud
omavaartustega analoogiliselt varasemas na2em@dud arutlusega. Praeguses sisteemis
moodustab see ligikaudu 2...2,5 ajathikut;

— positiivse (vahemalt he) omavaartuse esinemre¢s@ssi hetkvaartused kasvavad
tOkestamatult ning pusireziimi ei teki. Suurngnaalide puhul lineaarne stisteemimudel
lakkab tavaliselt kehtimast ja protsessi tapaeailils vajab tdpsustatud mudelit;

— komplekssete omavaartuste korral tekivad vonkypratsessikomponendid, mis
puhtimaginaarsete omavaartuste puhul pohjusta¥akiuva pusireziimi tekke.

Nagu naitest selgub, on siirdeprotsessi ajalisbtesumaaratud stisteemi omavaartustega, mille
vaartusi maaravad matemaatiliselt keerukal viigdr{andi 3.16 lahendite n&ol) sisteemi ja

tema elementide parameetrid. Sisteemi parametoibelustumist vaatlesime osas 1.6 mitmete
naidete varal.

Iga stisteemimaatriksi A omavaartus pdhjustab rekloja nullsisendi komponentides iseseisva
aditiivse komponendi, nagu parimini selgub maagéksponendi spektraallahutusest 3.20 (3.26).
Neid komponente nimetatakse eriti ingliskeelsegak@tuses sagelprotsessi moodideks.
Moodide lineaarne séltumatus vbéimaldab naiteksrpiasmi jdudmise ajaintervalli analtiiisida
uhe, kdige aeglasemalt koonduva moodi analttseklj@dtes teised téiesti kdrvale.

Kirjanduses on kasutusel nullsisendi komponendietusena ka ststeemabakomponent
mis tédhendab selle protsessikomponendi taielikklius@tust sisendi valistoimest. Samas
nimetatakse nulloleku komponenti ka protsessindkomponendiks réhutades selle
komponendi otsest sdltuvust sisendsignaalidestuvatsisendsignaali korral vabakomponent
tavaliselt hadbub (nagu ka naites 3.3) ning puisnd2 joudes sailib vaid sundkomponent.

Praktiliste Ulesannete lahendamisel on tdnapae@ahalik arvutustel kasutada numobirilisi
algoritme rakendavaid tarkvarasusteeme (naiteks M¥Bl). Samas on ka analtutilisel lahendil
tunnetuslik  tdhtsus. Mdistes, kuidas ja millistardkteristikute najal kujunevad valja
susteemide dinaamilised protsessid, saame hinmaithseid ajaléike hdlmavad siirde-
protsessid, millistel tingimustel kujunevad valjasplekud ja pusireziimid ja mis laadi on
protsessimoodid. Kdike seda on vaja teada protsessiiste optimaalseks realiseerimiseks.

3.5. OLEKUMUDELI JA ULEKANDEMUDELI SEOSED
(RELATIONS BETWEEN STATE MODEL AND TRANSFER FUNCTION)
Nullise algoleku korral peab olekumudel olema |&rex Glekandemudelile. Tdepoolest, kui
vorrandile 3.14
X(s)=(SE-A)'X(0)+(SE-A)'BU(s)
liita valjundvdorrandi 3.2 operaatorkujutis
Y (s)=CX(s)+DU(s) 3.31
siis tingimusel X(0)=0 saame avaldise
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#(s)=C(sE-A)'B+D 3.32
See esitab maatriksit, mille iga element on teatavaersis ja valjundi vaheline
tlekandefunktsioon. Mo66tudega *m maatriksit #(s) nimetataksdilekandefunktsioonide
maatriksiks  (transfer  function matrix), kusjuures avaldis 3.32 kajastab ka
ulekandefunktsioonide seotust olekumudeli pararnteetraatriksitega.
Ulekandefunktsioonide maatriksi avaldise 3.32 djusevestades seost 3.15, on hélbus saada
ka valemimpulsskajade maatriksile (<5(t)> tahendab impulsskajade vektorit)

#(t)=Ce" B+D<d(t)> 3.33
aga kahtuppekajade maatriksile
G(t)=CA! (€"-E)B+D 3.34

Neist esimene on saadud Uleminekuga operaatorkigliti originaalidele, teine aga
integreerimise tulemusena.
0 2
C ;. D=0
21 -8
Kasutades naitest 3.1 (SEZAdvaldist, saame
A(s)= 1 0 2|s+26 -8 ||7]_ 1 36s + 192
(s+2)(s+6)|21 -8|| 60 s-18[[18] (s+2)(s+6)| 35+30

ye)Ys _ 365+102
u (s+2)(s+6)’

NAIDE 3.4

) 18 -8 7
Antud on naite 3.3 siisteem: = : B= ;
60 -26 18

Yy, 35+30
HalS)=" = (5+2)(s+6)

Avaldis 3.32 ning naide 3.4 vb6imaldavad teha mithnaulisi jareldusi tlekandefunktsioonide

omaduste kohta:

a) Uhe ja sama slisteemi kdigi tilekandefunktsioonioetajad on (ihesugused, kuna nimetaja
tekib pordmaatriksi (SE-A)uhisest nimetajast det(SE-A).
Et nimetaja nullkohad on Ulekandefunktsioomlpsed, siis on stisteemi kdigil
Ulekandefunktsioonidel samasugused poolusesl, Y@ib juhtuda, et mdni lugeja nullkoht
langeb poolusega kokku ja taandub hoopiskavagl puhul pooluste tldarv vaheneb.
Tuleb muidugi arvestada, et poolused séltuwadliamaatriksist A, nullid aga ka
parameetritest maatriksites B ja C. Et reasiisteemi parameetrid on teada vaid
veatolerantsi piires, siis tdpse véljataandarmisustus on tegelikkuses tisna ebakindel.

b) Ulekandefunktsioonide pooluste leidmise avatdisdentne siisteemimaatriksi A
omavaartuste maaramise avaldisega 3.16. Seegzgsteemi omavaartused ja
Ulekandefunktsioonide poolused identsed.

c) Nullise otsesidemaatriksi D=0 korral (vt. nailé) on tlekandefunktsioonide lugeja
polinoomid vahemalt tihe jargu vérra madalamiaktaja polinoomi jargust (sest
tekivad algebralistest taienditest maatriksinainisel). See tdhendab, et
Ulekandefunktsiooni nulle on vahem kui poolusi.

d) Otsesidemaatriksi olemasolul£D) liitub see konstantse maatriksina valemi 3182el
Ulekandefunktsioonidele. Tulemusena llekandeésimonide lugeja ja
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nimetaja polinoomide jargud, seega ka nulidegoluste koguarvud saavad olla vordsed.

e) P. c ja d analUusidest tuleneb, et tlekande$ioiktidel ei saa kunagi olla enam nulle kui
poolusi. Uhtlasi osutub, et otsesidemaatrilessideb vaid selliste siisteemide
olekumudelites, mille tlekandefunktsioonil @mevdrra nulle ja poolusi. Sellise omaduse
Uheks jarelduseks, mis tuleneb llekandekaiaktertega seotud piirteoreemidest (vt. osad
2.6.1 ja 2.6.2), on asjaolu, et jarsk muutistestmi sisendis kandub hetkeliselt valjundile.
Oigupoolest sellises néhtuses ilmnebki otsesiel@us.

3.6. OLEKUMUUTUJATE TEISENDAMINE.

( TRANSFORMATIONS OF STATE VARIABLES.
Olekumuutujad on teatavasti sellised muutujad, kogumina arvestavad igal ajahetkel kdiki
susteemisiseseid akumulatsioone. See ei tdhendanéta seda, et iga muutuja kirjeldab
teatavat spetsiifilist akumulatsioonimaara. lgasiggm muutuja (n on susteemi jark) kogum,
mis on Uks-Uheses vastavuses esialgsete olekuratagaj voib olekumuutujaid ka
ekvivalentsena asendada. See tahendab, et olekuateutektori X(t) vOime asendada sama
arvu muutujaid omava vektoriga Z(t), kui leidublisel arvmaatriks T niisugusena, et

X()=TZ(t), ZM=T" X() 3.35
Asendades X(t) statsionaarseis olekuvdrrandeis
TZ(t)=ATZ(t)+BU(t)
Y (t)=CTZ(t)+DU(t)

saame siit uued olekuvdrrandid

Z(t) = AZ(t) + BU(t), 3.36
Y(t) = CZ(t) + DU(1), 3.37
kus parameetrite maatriksil, B, C, ja D on seotud esialgsete parameetrite maatriksiteigé ku
A=T7AT 3.38
B=T"B 3.39
C=CT 3.40
D=D 3.41

Tulemusena saame teistsuguse olekuvdrrandite kogemsi peab ilmselt olema suguluses
esialgsete olekuvOrranditega, sest stisteem osutwngiseks. Avaldis 3.41 néitab kohe, et
otsesidemaatriks ei muutu. Kerge on ka ndha, diveeh seosed

detA =det(T™ AT)=detT '+detA+detT=det A, kuna detT'=(detT)™ 3.42
det(SE- A )=det(sE-TAT)=det(sT'T-TAT)=det(T™" (SE-A)T)=
=detT*(SE-A) detT=det(SE-A) 3.43

Seosest 3.43 tuleneb, et siisteemimaatriksitel A jan samad omavaartused. Lineaaralgebras
teisendusega 3.38 seotud maatrikseid nimetatsds®steks kusjuures sarnastel maatriksitel
on Uhesugused omavaartused, determinandid ja sg#lgd (peadiagonaali elementide
summad) jne. Sarnasussuhe on ekvivalentsisuheKséfine, suimmeetriline, transitiivne) ning
jagab koéigi mn maatriksite hulga isoleeritud ekvivalentsikldesis. Seega saab
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olekuvdrrandeid teisendada vaid saarasteks voteksdimille stisteemimaatrikd  kuulub
esialgse maatriksiga A samasse sarnasusklassi.

Kui me teame soovitud maatriksi kuju, siis sobiva teisendusmaatriksa@itsarvutada seosest
(tuleneb valemist 3.38)

TA=AT 3.44
Olekuvdrrandite teisendamisel vdib olla mitmesuglissesmarke. Uheks tihti kasutatavaks
eesmargiks on maksimaalselt lihtsa olekuvdrrandigu saamine, kus sisteemimaatriks
valjenduks diagonaalmaatriksina

0
A,

‘o o

0

0
o . 0 3.45
0 0 A,
Diagonaalmaatriksi peadiagonaali elemendid on ngiichmavéaartused, seega peavad need
vastama esialgse maatriksi A omavaartustele (min@igestuses). Lugedes seeparast
teadaolevaks, taandub Ulesanne sobiva T leidniiséfealusel.
Kui valjendada maatriks T veeruvektoritekogumina

T=[t®, t@, ... o] 3.46
saame 3.44 lahutada iseseisvateks vOrranditeks

At0=At0 3.47

Neist selgub, et suurused on omavaartusele vastavad omavektoridt sest lineaaralgebras
nimetatakse omavektoriks vorrandi _

(LE-A =0 3.48
lahendeid (ilmselt on 3.47 ja 3.48 ekvivalents&bejuures pole omavektor Gheselt maaratud
(kui t on omavektor, siis ka ton omavektor, kusjuures ¢ on meelevaldne reaalkabjuks
pole kirjeldatud metoodika kasutatav igasuguseegiisimaatriksi A korral, sest mdnel puhul
sarnasusklass ei sisalda Uldse diagonaalmaatrikdeidl on teada, et mittekordsete
omavaartustega susteemimaatriksi puhul leidub saskéassis alati diagonaalkuju ja tUlesanne
on kirjeldatud viisil lahendatav. Tulemusena saamenaliseeritud olekuvorrandid

%Z(t) = AZ(t)+ BU(t) 3.49
Y (t) = CZ(t) + DU(t) 3.50

kus B ja C leitakse valemitega 3.39 ja 3.40 ning teisendusiikaal valemitega 3.44, 3.46,

3.47 kirjeldatud protseduuri abil.
Normaliseeritud olekuvdrrandite lahendamine ostitphs lihtsaks, kuna maatrikseksponent on
diagonaalmaatriksi korral véljendatav vaga lihtsgul (arvestades valemit 3.45)

e 0 - 0
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NAIDE 3.5

) Ty 18 -8 x] [7 X,
Lahtume siisteemimudelist| " |= +|  Juy=[21 -8
X, 60 -26|x,| |18 X,

Naite 3.1 kohaselt on omavaartused -2 ja -6.

t, t
Niud valemi 3.47 alusel, otsides teisendusmaattikgil T = { H 12}

t21 t22
t,] [18 -8Tt, _ )
7\,1 =2 = - = = 20t,=8ty Valime t1=2, Siis $1=5
t,| |60 —26|t,
t,] [18 -8Tty, _ )
7\'2 =6 = - = = 241,,=8ty, Valime to=1, siis $,=3
t,,| |60 —26|t,
Seega

2 1| _, 3 -1] - _1 3 1|7 3
T= ;T = ;B=T"B= =
5 3 -5 2 -5 2|18]| |1
Seega normaliseeritud olekuvdrrandid on

P EH TR

Leides kirjeldatud olekuvdrrandite lahendi (diagain@aatriksi korral on see valemi 3.51
kohaselt lihtne), vbime lahendi valjendada esialgséekumuutujate suhtes 3.35 alusel

(0] [2 120
{xzw}‘[s rlzz(t)} 592

3.7. OLEKUGRAAF ( SIGNAL GRAPH OF STATE MODEL)

Lineaarse siusteemi olekuvdrrandeid on vdimalik ekiljda ka signaaligraafi eriliigi

olekugraafi abil. Pohilisekslekugraafi isearasuseks on vajadus kirjeldada igat olekunjaiutu
kahe tipuga, mis esindavad muutujaid ja X;. Need

muutujad on pisivalt seotud integraalvalemiga

X, (t) = Xi(0)+j)'(i(r)dr 3.53

Seetdttu on joonisel 3.2 vastaval kaarel naidated iktegraali simbol. Kui muutujad
signaaligraafil esitada ajalise vormi asemel Lagsidaijutistena, siis on loomulik téhistada kaar
integreerimisoperaatoriga smis tuleneb seosest

2(%)=5%,(3)-%(0) = x,(s)=5"4(X)+x,(0s™ 3.54
kusjuures algvaartuse kujutis avaldub siis suumzp‘;@)s'l.
Olekugraaf on ilmekas olekuvorrandite esitusvilstdamate ststeemide puhul, vGimaldades
hdlpsasti arvutada mitmekesiseid Ulekandesuhteiggels jaetakse olekute algtingimusi
kajastavad kaared graafis naitamata. Tulemus vassaliselt nullisele algolekule (Glekannete
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korral peavad sellised tingimused olema taidetwdjadusel on algtingimused joonise 3.2
alusel hdlpsasti lisatavad.

Olekugraaf on kasutatav ka moningate uldisemati leakendusilesannete puhul, milliseid
ké&sitleme edasises.

NAIDE 3.6

Vaatleme néite 3.5 stisteemimudelile vastavat olelaig
X 18 -8 | x 7 X
= Y4 Jupy,=[21 -8] *
X, 60 -26(x,| |18 X,

Holbus on naha, et iga parameetrite maateksiement
on kajastatud tUihe graafi kaarega, kusjuuna®tu
moodustavad ainuiiksi A maatriksit esindaveaatda

Normaliseeritud olekuvdrranditele vastav graaf oracstruktuurilt marksa lihntsam
z, -2 O 3 z
- + o oy=[2 -3 "
z,| 0 -6] |1 z,

Et joonisel 3.4 kujutatud graafi tippudele @stavusse
seatud muutujate operaatorkujutised, siisraafg
hdlpsalt kasutatav Ulekandefunktsiooni leidrkgs

y(s)  6s™! -3 6 3 3s+30

= + = — =
us) 1+2st 1+6st s+2 s+6 (s+2)(s+6)
Tulemus loomulikult Ghtub néaite 3.4 tulemusega.

H(s) =

3.8. ULEKANDEMUDELILE VASTAVAD OLEKUMUDELID

(STATE MODELS CORRESPONDING TO GIVEN TRANSFER FUNCTN)
Olekumudeli Ulekandemaatriks#(s) (valem 3.32) seab iga olekumudeli sisend-
valjundmuutujate paariga vastavusse teatava Ulefankktsiooni. Uhene poordsuhe aga
puudub, sest sama Ulekandefunktsioon voib tekkiden@suguste maatriksite A, B, C ja D
kombinatsioonide tulemusena. Moningatel puhkudeb v@sutuda vajalikuks teada mdnda
soovitud Ulekandefunktsiooniga olekumudelit. Sellimadi Ulesannete lahendamisel on
olekugraafi idee kasutamine otstarbekas ja lihfidegnevas vaatleme lahendusmetodoloogiat
Uhe etteantud Ulekandefunktsiooni korral, s.o. sisendi ja Uhe valjundiga sisteemi puhul,
selgitades ideid naidete kasitluse kaigus.

NAIDE 3.7
457"
1+3s™*

Antud H(s):ﬁ. Véljendame tlekande *abil: H(s™) =
+

Ulekanne vastab graafile tuurigds™ ning pariteegd5s™.
Seega:
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Jarelikult saame Uhe olekuga mudeli:
X, =-3X; + 44

y =X,
lImselt peab kaarte b ja c Ulekannete korrutis ale, seega kummagi Ulekande voime valida
mitmeti.

NAIDE 3.8

_ -1 -2
H(s) = 235 36 = 3 71368 — Teisendus muudab Ullekande nimetaja graafi detemdin
S°+55+6 1455 +6s
avaldisele vastavaks omavahel puutuvate tuuridginiimsis. Jargmiseks etapiks on kahe

puutuva ja vajalikke tlekandeid omava tuuri mooduoshe

Seejarel tuleb graafile lisada vajalike Glekannatedriteed sisendist valjundisse:

PN,

y=|[3 —36]{:1}

2
Vaheetappides on vajalike sidekaarte tlekannetelgamvalida 1, siis lisakaarte koefitsiendid
ei muuda ulekandeid. Loomulikult on péariteede Utsled kaarte vahel mitmeti jagatavad
(seejuures pariteedel vdivad olla Gihised osad!).
Toodud naidete najal saab esitada kaks kanoom@iglisatsioonititpi, mida illustreerime
kolmandat jarku susteemi naitel

2 -1 -2 -3
b,s“+b;s+b,  b,s7 +b;s™ +bgs

3 2 -1 -2 -3
s°+a,s“+a,s+a, l+a,s"+a,S° +a,s
I
X, 0 0 -a,|x, b, X,
X, |=|1 0 -a,|x,|+|b,u y=[0 0 7 x,
X 0 1 -a,|x, b, X5
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X, 0 1 0 |l x, 0 X,

%,|= 0 0 1 |X,[+|0u y=[by b, b,]x,

X, -a, —-a,; -a,| X, 1 X,
A B Gi

Neid realisatsioone voib kasitleda Uksteise suthtieslsetena, sest ilmselt kehtivad seosed
A=A Bi=C"; C;=B/ 3.55

Kui Ulekande lugeja ja nimetaja jargud on vordseds peab olekumudelis teatavasti
eksisteerima otsesidekomponent. See on leitav itkfanktsiooni taisosa eraldamisega.

NAIDE 3.9
-1
He)=3t2-9y 2 g S
s+1 s+1 1+s

Suhteliselt lihtsad realisatsioonid vdib saada ka, kui teisendatav Ulekandefunktsioon
tukeldada esialgu osadeks ja need realiseeridaisses.

NAIDE 3.10
I H(s) = s +22)(S +7) _S* 2. 23(S+ 7 (jarjestikune realisatsioon)
(s+D(s“+8+25 s+1 s“+8s+25
X, -1 0 0 |x, 1 X,
X,|=|1 -8 -25|x,|+|1ju y=[0 3 2Ix,
X, 0 1 0 |xq 0 X4
Il H() = As+29s+) _ 1 + 2s+17 (paralleelne realisatsioon)

C(s+D)(s?+8+29 s+1 S2+85+25

X, -1 0 0 ||x, 1
X, =] 0 -8 =25||x,|+|1|u
X, 0 1 0 ||x, 0
Xl
y=[1 2 17 x,
X3
Seega on olekugraafi Ulekandeomaduste baasil villinkahstrueerida vaga mitmekesiseid

olekumudeleid, mis vastavad soovitud Ulekandefuo&tsle. Samad ideed on realiseeritavad
ka mitme sisendi ja valjundi korral, kui on antudstavad uUlekandefunktsioonid, muidugi
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eeldusel, et nende poolused (vOi nimetaja polindpm Uhesugused (vOi saab neid sellisteks
muuta— naiteks ennistades valjataandunud nulli ja poohasei).



